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0 Einleitung

Das Ziel dieser Masterarbeit ist es, die Konsistenz der P-Ideal-Dichotomie (kurz PID)
zu zeigen. Wir werden dies auf zwei verschiedene Arten tun; zum einen mit Hilfe des
Proper Forcing Axioms, zum Anderen mit D-vollstindigem Forcing. Ersteres zeigt die
Konsistenz von PID 4+ —GCH, letzteres die von PID+ GCH. Nachdem D-vollsténdige Forcings
im Vergleich zu proper Forcings weniger weit verbreitet sind, werden diese ausfiihrlicher
besprochen werden und stellen den zentraleren Teil dieser Arbeit dar.

Die P-Ideal-Dichotomie wurde von Todorcevi¢ in [Tod00] vorgestellt und als konsistent
erwiesen; die selbe Aussage eingeschriankt auf Grundmengen der Méchtigkeit w; wurde
allerdings 1997 bereits von Todoréevié¢ und Abraham in [TA97] versffentlicht und untersucht.
Die PID ist nicht nur als eigenstéindiges kombinatorisches Prinzip von Interesse, sie hat

insbesondere einige duflerst interessante Kosequenzen. Beispielsweise gelten unter PIDH

e Die Suslin-Hypothese,

einige Figenschaften von Hausdorff-gaps und kohérenten Folgen,

o Jensen’s square principle gilt nicht fiir reguldre Kardinalzahlen > wy,

die Singuldre-Kardinalzahlen-Hypothese,
e b < wy (die analoge Aussage fiir ¢ ist bisher offen),
e (¥ = @ fiir alle reguldren Kardinalzahlen 6 > 2%,

In werden aus Notations- und Konventionsgriinden die benétigten Grund-
lagen dargestellt. In werden wir die Forcingordnung Pz besprechen, welche
wir die gesamte Arbeit durch verwenden werden, und mit dieser zeigen, dass PID aus dem
Proper Forcing Axiom folgt. widmet sich den D-vollstindigen Forcings und
deren Iterationen, bevor wir in schlieBlich mit Hilfe von superkompakten Kar-
dinazahlen die Konsistenz von PID 4+ GCH und (ohne grofe Kardinalzahlen) PID,,, + GCH
zeigen.

Eine Ubersicht iiber die verwendeten Notationen findet sich auBerdem nochmal in

[Tabelle 1| in [Abschnitt 5.1} Seltsam anmutende Anglizismen (wie properness, countable

support etc.) ergeben sich aus der ausschlieBlich englischsprachlichen verwendeten Literatur.
Es erschien mir diesbeziiglich verniinftiger, Begriffe ohne offensichtliches oder (in den
entsprechenden Personenkreisen) iibliches deutsches Pendant uniibersetzt zu lassen.

Ich gehe prinzipiell davon aus, dass der Leser mit den grundlegenden Definitionen
und Resultaten der axiomatischen Mengenlehre und des Forcings, wie sie z.B. in einer

entsprechenden Einfiihrungsvorlesung behandelt werden, vertraut ist.

! [Tod00],[MV10}, S.10],[TCE14l S.90]



1 Grundlagen

1.1 Allgemeine Grundlagen

Definition 1.1. E| Sei S eine beliebige Menge.

1. Ein System Z C B(S) heifit Ideal (iber S), wenn Z unter Teilmengen und endlichen

Vereinigungen abgeschlossen ist, sowie S ¢ Z.

2. Ein Ideal Z C [S]=% heiBt P-Ideal, wenn es fiir jede abzihlbare Familie
{4, |n€w} CTein A€ T gibt so, dass A, C* A fiir jedes n € w.

3. Sei T CP(5) beliebig. T' C S heilt orthogonal zu Z (in Symbolen T L 7), wenn fiir
alle [ € 7 gilt [TNI| < w.

Die Menge A aus der Definition von P-Idealen wird auch als Pseudovereinigung be-
zeichnet (daher der Name P-Ideal). Man beachte auflerdem, dass wir per Definition das
triviale Ideal von vorneherein ausschlieffen, sowie dass P-Ideale ausschliefllich abzihlbare
Mengen beinhalten.

Die P-Ideal-Dichotomie, die das zentrale Thema dieser Arbeit darstellt, ist die folgende

Aussage:

PID (P-Ideal Dichotomy)ﬂ Fir jedes P-Ideal T iiber S gilt eine der folgenden zwei

Aussagen:
1. Es gibt ein iiberbzihlbares T C S so, dass [T]=% C T;

2. Es gibt eine Zerlegung S = |, -, Sn so, dass jedes der S,, orthogonal zu Z ist.

necw

Ist T orthogonal zu Z sagt man auch ,, T liegt auflerhalb von Z%; gilt [T]* C Z sagt man
auch ,, T liegt innerhalb von Z*. Eine hiufige alternative Formulierung der PID ist daher

auch:

Entweder es gibt eine iiberabzahlbare Menge innerhalb von Z, oder eine

abzéhlbare Zerlegung von S in Mengen auflerhalb von 7.

Die Einschrinkung von PID auf Ideale iiber Grundmengen S der Méchtigkeit hdchstens
w1 bezeichnen wir mit PID,,,. Es ergibt Sinn, diese Aussage gesondert zu betrachten, da
fiir die Konsistenz von PID,, mit der Kontinuumshypothese nur wenige Forcingiterationen
bendtigt werden. Insbesondere benétigen wir keine grofien Kardinalzahlen, um hinreichend
oft iterieren zu diirfen, wie wir in sehen werden.

Wir werden auflerdem folgende Variationen der klassischen Begriffe Club und Stationdr

brauchen, welche in dieser Form auf Jech zuriickgehen:

2[TCFT 14l S.811f
3ITCFT14] S.88]



Definition 1.2. Sei S eine beliebige Menge und & eine Kardinalzahl.

e Eine Teilmenge X C [S]" heiBt konfinal oder unbeschrinkt, wenn fiir jedes A € [S]*
ein B € X existiert so, dass A C B.

e Eine Teilmenge X C [S]” heifit abgeschlossen, wenn fiir jede Teilmenge A C X mit
UAe[S]Fgilt UA € X.

e Eine Teilmenge X C [S]® heifit Club (in [S]"), wenn X konfinal und abgeschlossen

ist.

e Eine Teilmenge X C [S]* heifit stationdr (in [S]®), wenn X jeden Club in [S]*

schneidet.

e Die Konfinalitit von [S]" (mit c¢f([S]") bezeichnet) ist die kleinste Michtigkeit einer

konfinalen Teilmenge von [S]*.

Fiir diese Begriffe gelten die meisten Eigenschaften, die auch fiir ,klassische“ Clubs
und stationdre Mengen gelten (siehe z.B. [Jec73l S.179]); insbesondere gilt fiir geeignete
Regressivititsbegriffe das Pressing-Down-Lemma. Wir werden dieses jedoch bei Bedarf fiir

die konkrete gegebene Situation beweisen.

1.2 Forcingordnungen

Ich gehe davon aus, dass der Leser mit den Grundlagen der Forcing-Technik vertraut ist.
Wir bezeichnen (informal) mit Forcingordnung jede Quasiordnung, die fiir Forcingzwecke
verwendet werden soll. Wir schreiben p < ¢, wenn p eine stdrkere Bedingung als ¢ ist.

Entsprechend definieren wir generische Filter auf Forcingordnungen:
Definition 1.3. Sei P eine Forcingordnung.

e Zwei Elemente p,q € P heiflen kompatibel, wenn es ein r € P gibt mit r» < p,q (in
Symbolen: p || q); ansonsten inkompatibel (in Symbolen p L q).

e Ein Filter G C P iiber P ist eine Teilmenge so, dass gilt:

— Wenn p € G, dann ¢ € G fiir alle ¢ > p.

— Fiir alle p,q € G gibt es ein r € G so, dass r < p,q.

e Eine Menge D C P heifit dicht (in P ), wenn fiir jedes p € P ein q € D existiert so,
dass ¢ < p. Gibt es nur ein ¢ € D mit p || ¢, so heiit D prddicht. Eine Folge paarweise
inkompatibler Elemente heif3t Antikette. Eine Antikette heifit maximal, wenn jede

Erweiterung keine Antikette mehr ist.

e Sei D eine Menge (pré-)dichter Mengen in P. Ein Filter G iiber P heifit D-generisch,
wenn G N D # () fiir alle D € D.



e Sei M ein (meist abzidhlbares) Modell einer Teiltheorie von ZFC mit P € M. Ein
Filter G heiit M -generisch, wenn G alle dichten Mengen in M schneidet.

Aquivalent: wenn G alle maximalen Antiketten / alle pridichten Mengen in M

schneidet.

e Wir bezeichnen mit Gen, (M, P) die Menge aller M-generischen Filter iiber P, die p

enthalten.

Mit @ bezeichnen wir einen Namen fiir eine Menge a. Falls die Menge a gegeben, aber
der Name es nicht ist, meinen wir damit per Default den kanonischen Namen. Mit dem
kanonischen Namen des/eines generischen Filters G meinen wir entsprechend den Namen
{(p,p) | p € P}. Wir schreiben aufierdem I fiir die iibliche Forcingrelation; p IFp ¢ bedeutet
also ,,p € P erzwingt p“.

Die Menge aller P-Namen in M bezeichnen wir mit M7”; die Klasse aller P-Namen mit
V7P, wobei — wie iiblich — V das , Hintergrund“-Universum bzw. das Ausgangsuniversum
fiir eine Forcingerweiterung bezeichnet (wenn dieses nicht explizit ein inneres Modell ist).

Wenn wir sagen ,In V” gilt ¢“ meinen wir damit, dass 1p IF ¢ — ist der konkrete
generische Filter mit dem wir eine Forcingerweiterung bilden nicht wichtig, unterscheiden
wir also nicht zwischen der Menge der Namen und einer unspezifischen Forcingerweiterung.

Die Auswertung eines Namens 7 unter einem bestimmten Filter G wiederum bezeichnen
wir mit 7¢; die konkrete Forcingerweiterung eines Modells M mit M[G]. Mit XM bzw. X VP
bezeichnen wir die Menge X in dem Modell M bzw. in einer unspezifischen generischen
Erweiterung V7 — ein Ausdruck wie k = w;/ " ist also zu lesen als »k € V wird beim forcen

mit P auf die zweite iberabzdihlbare Kardinalzahl kollabiert*.

Iterationen von Forcingordnungen definieren wir folgendermaflen:

Definition 1.4. e Sei P eine Forcingordnung und Q € V7 ein Name fiir eine weitere

Forcingordnung. Die Zweischritt-Iteration P * 0 ist die Menge
{(p,q) IpePAIreP(4r)eQApl(je Q’)}
mit der Ordmung (p,d) < (¢, d) <= p <P Aplk (4 < ).
e Sei P x Q eine Zweischritt-Iteration, GG ein Filter iiber P und H C Q. Wir definieren

G*H:{(p,q)]peG/\qGEH}.

e Eine countable support Iteration ist eine Folge (P;, Qi)ign so, dass gilt:

— Jedes P; ist eine Forcingordnung bestehend aus Folgen der Lénge ¢,
— fiir jedes p € P; und j <iistp [ j € Py,
— jedes Q; ist ein P;-Name fiir eine Forcingordnung,

— fiir jede Folge (p;)j<i € P; und jedes j < i gibt es ein € P; so, dass (p;,7) € Qi,



- 1p, = (1Qj)j<7? € P; fir jedes i (wobei 1x jeweils das grofite Element der

Forcingordnung R bezeichnet),

wobei die einzelnen Ordnungen P; (rekursiv) wie folgt definiert sind:

— Po = {0},

— es gilt p = (¢j)j<i+1 € Pi+1 genau dann, wenn p [ i € P;, es ein r € P; gibt mit
(¢i,r) € Qiund p il (g; € Q)

— fiir p = (gj)j<i+1 und (g})j<i+1 = p' gilt p < p’ genau dann, wenn p [ <p' [
und p [ ilF (¢ < ),

— fur alle p = (gj)j<x fiir eine Limeszahl A gilt p € Py genau dann, wenn fiir
alle j < A gilt p [ j € P;j und fiir alle bis auf abzihlbar viele Elemente g; gilt
qj = le'

Fiir p’,p € P, gilt p < p’ genau dann, wenn fiir alle 7 < A gilt p [ 7 < p' | j.

Wir sagen P hat die k-chain-condition (k-c.c.), wenn es in P keine Antikette der Linge

k gibt. Diese Eigenschaft wird haufig gebraucht, um folgendes Reultat auszunutzen:

Lemma 1.1. E| Sei P eine k-c.c.-Forcingordnung und r eine requldre Kardinalzahl. Dann

erhdlt forcen mit P alle Kardinalzahlen > k.
Fiir den Beweis brauchen wir zunéchst folgendes Lemma:

Lemma 1.2. E| Sei P € M eine k-c.c.-Forcingordnung, G ein generischer Filter, A, B € V
und f € V]G] mit f: A — B. Dann gibt es eine Funktion F € V mit F : A — B(B) so,
dass f(a) € F(a) und V= |F(a)| < k fir alle a € A.

Beweis. Sei f € VP ein Name fiir die Funktion f. Dann gibt es also ein p € G so, dass
plF (f: A— B). Definiere F(a) = {b €B|3g<pql-(fa)= b)} Dann ist F also in V
definierbar. Sei b = f(a) fiir irgendein a € A. Dann gibt es also ein ¢ € G mit ¢ I (f(a) = b)
und ¢, p haben eine gemeinsame Erweiterung in GG, also kénnen wir ¢ < p wihlen und es
folgt b € F(a).

Mit dem Auswahlaxiom finden wir eine Funktion F’ : F(a) — P in V so, dass fiir
b e F(a) gilt F'(b) < p und F'(b) I (f(a) = b). Fiir ungleiche b, € F(a) gilt dann
natiirlich F'(b) L F'(b), womit {F'(b) | b € F(a)} eine Antikette in P bildet; nach k-c.c.
folgt also V = |F(a)| < k. O

Beweis Lemma 1.1. Wir zeigen zunéchst, dass P die Eigenschaft ,,0 ist regulir® fiir Kardi-
nalzahlen > k erhélt. Angenommen, dass nicht; dann gibt es also eine regulére Kardinalzahl
0 > k so, dass V7 [=,,0 ist nicht reguldr®. Entsprechend gibt es ein o < 6 und eine zu-
gehorige konfinale Abbildung f : & — 6 in V7. Nach dem vorherigen Lemma gibt es

4[Kun92, S.213]
®[Kun92} S.212]



also eine Abbildung F' € V mit F' : a — P(0) mit den dort bewiesenen Eigenschaf-
ten. Sei X = (J;«, F(7), dann ist X eine unbeschrénkte Teilmenge von 6 in V, aber
| X| < a-sup;<, F (1) < 0 (weil k regulér und F(i) < k), Widerspruch zur Regularitéit von
6.

Somit erhdlt P auch alle Konfinalititen > &, da wenn cf(a) = yund f : v — «
die entsprechende streng monoton wachsende konfinale Abbildung ist, VVP also ebenfalls
regulir ist und f € V7, also V¥ |= (v = ¢f(a)).

Nach Vorraussetzung ist x regulir, daher gilt nun cf (H)VP = cf(k) = K, und entspre-
chend natiirlich auch fiir jede reguldre Kardinalzahl > k. Fiir Limeskardinalzahlen A >
hingegen sind die reguldren Kardinalzahlen < A unbeschréinkt in A und bleiben erhalten;

womit auch AV’ eine Limeskardinalzahl ist. O

Um die k-c.c. bei unserer Iterationen in zu erhalten werden wir folgendes

Lemma brauchen:

Lemma 1.3. |§| Sei k reguldr mit p* < k fir alle p < k und (P;, Qi)ign eine countable

support Iteration so, dass fir jedes i < k gilt:
1p, IF Qi ist eine propere Forcingordnung mit Michtigkeit < r “.
Dann hat Py die k-c.c.

Der Beweis ist nicht schwer, aber fiir unsere Zwecke unverhéltnismaflig umfangreich
und entsprechend hier nicht gegeben.

Aulerdem werden wir A-Systeme und den A-System-Satz brauchen:

Definition 1.5. mEine Menge A heifit A-System, wenn es eine Menge r (gennant Wurzel
von A) gibt so, dass a Nb = r fiir alle a,b € A mit a # b.

Satz 1.4. ﬂ(A-System-Satz) Sei k> w und 0 > K reguldr mit |[<"u| < 0 fir alle p < 6.
Sei A eine beliebige Menge mit |A| > 0 und |a| < k fir alle a € A. Dann gibt es ein
A-System B C A der Mdchtigkeit 6.

Beweis. 0.B.d.A. sei |A| = 6. Da 6 regulér gilt | J A < 6 und wir kénnen annehmen, dass A
aus Teilmengen von 6 besteht. Somit gibt es (wieder wegen Regularitét) ein § < k so, dass
A; = {a € A|otp(a) = 8} Michtigkeit 6 hat. Nachdem |<*u| < 0 fiir alle p < 6 folgt,
dass jeweils weniger als 6 viele Elemente von A; Teilmengen von p sind fiir jedes p < 6,
also ist |J.A; in 6 unbeschrinkt. Sei fiir a € A; und < f mit a¢ das §-te Element von a
bezeichnet. Dann gibt es also ein kleinstes § so, dass {a¢ | a € A1} ebenfalls unbeschrénkt
in 6 ist. Definiere o = sup {a, + 1| a € A1 An < &}, dann gilt a9 < § und a, < « fiir alle
a€ Ay, n<E&.

Wir wihlen nun rekursiv fiir jedes ¢ < 6 ein a, € A; so, dass a,(§) > « und
a,(§) > ay(n) fir alle n < B und v < p. Setze jetzt Ay = {a, | p < 6}. Dann gilt also

6[She98, S.118f]
"[Kun92} S.49]
8ibd.



|A2| = 6 und aNb C « fiir alle ungleichen a,b € As. Nachdem |<Fa| < 6 muss ein r C «
fiir eine Teilmenge B C Ay der Méchtigkeit 6 bei jedem paarweisen Schnitt auftauchen,

womit B ein A-System ist. O



2 PID und das Proper Forcing Axiom

Sei fiir den Rest dieser Arbeit 7 ein beliebiges P-Ideal iiber einer {iberabzidhlbaren Ordinal-

zahl S so, dass |[Bedingung (2) aus PID| verletzt ist; es gebe also keine abzihlbare Zerlegung

von S in zu Z orthogonale Mengen. Unser Ziel ist somit, [Bedingung (1) der PID|zu forcen.

Bemerkung 2.1. Wir konnen 0.B.d.A. annehmen, dass eine abzihlbare Zerlegung fiir jede
kleinere Ordinalzahl existiert (wenn nicht, betrachte 7 eingeschréinkt auf diese kleinere Zahl),
und somit, dass S iiberabzahlbare Konfinalitit hat — sonst wéire mit einer abzéhlbaren
Zerlegung jeden Elementes einer abzéihlbaren konfinalen Teilmenge Bedingung (2) erfiillt.
Wir kénnen auflerdem annehmen, dass Z alle endlichen Teilmengen von S enthélt, da wir
sonst 0.B.d.A. zu 8" = otp({x € S | {z} € Z}) iibergehen kénnen.

2.1 Die Forcingordnung Pr

Wir werden nun eine Forcingordnung Pz definieren, die eine iiberabzihlbare Teilmenge
T C S erzwingt, welche [T]|<% C T erfiillt. Diese Ordnung wird sich als proper und als
D-vollstdndig — und somit fiir alle Ziele dieser Arbeit geeignet — erweisen.

Um den Uberblick iiber die ,,Ebenen“ von Mengen zu vereinfachen, orientiere ich mich

ab nun weitestgehend an der folgenden notationellen Konvention:
e «,f3,7,... sind Elemente aus S,
e z,y,z sind Teilmengen von S,
e A B,C sind Mengen von Teilmengen von S (wie z.B. Teilmengen von 7),
e X,Y, Z befinden sich eine Ebene hoher (wie z.B. Teilmengen von [Z]*) und

e X, ). Z liegen noch eine weitere Ebene hoher (wie z.B. Systeme von Teilmengen von
[Z]%).

Ein Beispiel fiir diese Konvention wire eine €-Kette 8 € 24 € A € Xz € X, € PL(S).
Definition 2.1. [Die Ordnung Pr)

e Sei <7 eine feste Wohlordnung von Z. Fiir jedes A € [Z]“ sei z4 das beziiglich <;

kleinste Element so, dass:

(i) Fiir alle z € A gilt * C* 24 und

(il) z4 CUA.
Bedingung (i) ldsst sich nach Definition von P-Idealen immer erfiillen, und gilt
Bedingung (i) fiir z4, dann gelten beide Bedingungen trivialerweise fiir z4 N J A.

Die Wohlordnung dient der Eindeutigkeit und Definierbarkeit der z4 in allen spéter
betrachteten Modellen.
[Tod00), S.260]
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e Die Forcingordnung Pz besteht aus allen Paaren p = (zp, X)) so, dass:
(if) =, € (5],
(iv) A} ist eine abzéhlbar unendliche Menge konfinaler Teilmengen von [Z]%.
Wir ordnen Pz folgendermaflen: Es gelte ¢ < p genau dann, wenn:
(v) zp C z4 und fiir alle @ € 24 \ zp und S € z, gilt § < o (d.h. z4 ist eine
Enderweiterung von x,),
(vi) &y C X, und
(vii) fur jedes X € &), gilt {A € X | x4\ zp C 24} € A,; insbesondere ist die Menge

also konfinal in [Z]“.

Fiir das tatséchliche Forcing und in spéteren Beweisen werden wir Gebrauch von den

folgenden dichten Mengen machen:
Lemma 2.1. E Die Menge {p € Pz | zp \ v # 0} ist dicht in Pr fir jedes v € S.

Beweis. Sei p € Pz mit x,, \ v = 0 fiir irgendein v € S. Wihle § > 7 beliebig und betrache
xp U{B} =: x4. Wenn fiir jedes X € A}, die Menge

{AeX |zg\2p, Caat={Ac X | €za} = X3

konfinal in [Z]* ist, dann folgt mit Kriterium (vii) (24, X, U {Xpg | X € &},}) < p und wir
haben unsere Erweiterung gefunden. Nehmen wir also an, dass fiir jedes 5 > v ein X € &),
existiert so, dass die Menge Xg nicht konfinal in [Z]“ ist.

Sei entsprechend fiir jedes X € X, nun yx die Menge aller 5 € S\ v, fiir die Xg nicht
konfinal in [Z]* ist und nehmen wir an, dass die Familie (yx)xex, ganz S\ 7 iiberdeckt.

X, ist abzéhlbar; wenn wir zeigen konnen, dass jedes yx orthogonal zu 7 ist (und weil

nach [Bemerkung 2.1] eine abzihlbare Zerlegung von v < .S in zu Z orthogonale Mengen

existiert), haben wir also einen Widerspruch zur Annahme, dass [Bedingung (2) der PID|

nicht gilt.
Nehmen wir also an, dass fiir ein X € &), die Menge y = yx N I unendlich ist fiir
irgendein I € Z. Es gilt nun:

Behauptung. Es gibt eine endliche Menge yo C y so, dass die Menge
V={AeX[y\yo C za}
konfinal in [Z]* ist.

Beweis. Wir iiberlegen zunéchst, dass c¢f([Z]*) > w: Dies folgt daraus, dass das Su-
premum jeder (potentiell konfinalen) abzdhlbaren Teilmenge wieder abz#hlbar ist und
somit in [Z]* liegt. Aber da Z alle endlichen Teilmengen von S enthilt, folgt |Z| > S

10 [Tod00l, S.260]
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und somit lisst sich jedes Element in [Z]“ erweitern; eine abzéhlbare Teilmenge kann

ergo nicht konfinal sein.

Nachdem X konfinal ist, ist auflerdem auch die Menge Y’ = {A € X | y € A} konfinal;
fiir jedes A € Y’ gilt somit y C* z4. Setze also y4 := y \ z4. Als endliche Teilmenge
von y gibt es somit nur abzéhlbar viele verschiedene y4. Setze Y, :== {A €Y' | ya = 2},

dann gilt Y’ = |J,¢[,j<w Yz, also muss ein y4 konfinal oft (in Y”) vorkommen. O

z€ly
Fiir jedes 5 € y \ yo ist also X3 nicht konfinal, aber Y C Xz schon, Widerspruch. ]
Hieraus folgt nun, dass diese Ordnung tatséchlich das tut, was sie soll:

Korollar 2.2. P; erzwingt die Existenz einer tberabzihlbaren Menge T C S so, dass
[T]v CT.

Beweis. Sei ein generischer Filter G gegeben, der die dichten Mengen aus
schneidet und wéhle py € G beliebig. Betrachte nun 7' := <UP€G xp> \ Zp,. Nachdem
stirkere Bedingungen Enderweiterungen darstellen (und alle Elemente in G kompatibel
sind) ist xp, nur ein abzdéhlbares Anfangsstiick von UpEG Zp; insbesondere ist 7' also
iiberabzéhlbar.

Sei nun t € [T]¥ beliebig; dann gibt es entsprechend ein p € G so, dass t C xp \ Zp,;
wegen Kompatibilitit konnen wir 0.B.d.A. p < pg annehmen. Dann folgt mit Kriterium
(vii), dass fiir irgendwelche A € X € X, gilt t Cx, \ zp, C 24 € Zund somit t € Z. [

12



2.2 PFA und Ps

Wir wenden uns nun den proper Forcings und dem Proper Forcing Axiom zu, welches
uns die Konsistenz von PID 4+ —~GCH liefert. Die Eigenschaften von proper Forcingord-
nungen sind in der Literatur ausfiihrlich abgedeckt (siehe z.B. [Abrl0] oder [She98|) und
gehoren zum Grundhandwerkszeug der modernen Mengenlehre; entsprechend werden wir
die grundlegenden bendtigten Resultate nicht ausfiihrlich diskutieren. Stattdessen gebe ich
nur die bendétigten Definitionen und Resultate an und verweise fiir Details auf die genannte
Literatur.

Der Beweis, dass Pz proper ist, verwendet dabei die folgende Definition:
Definition 2.2. [

e Sei P eine Forcingordnung und M eine abzéhlbare elementare Unterstruktur eines
hinreichend grolen Hy mit P € M. Eine Bedingung p € P heifit M -generisch, wenn
fiir jede offene dichte (dquivalent: pradichte) Menge D € M gilt: Jeder M-generische
Filter, der p enthélt, schneidet auch D N M.

e Eine Forcingordnung P heifit proper, wenn fiir jede geeignete abzéhlbare elementare
Unterstruktur M eines hinreichend groBen Hy und jedes p € PN M ein M-generisches
q < p exisiert.

Das Proper Forcing Axiom besagt nun:

PFA (proper forcing axiom) Zu jeder proper Forcingordnung P und jeder Familie D von

hochstens wq vielen dichten Mengen gibt es einen Filter, der alle Mengen in D schneidet.

Um PFA auszunutzen miissen wir natiirlich zunéchst zeigen:
Satz 2.3. EPI st proper.

Bemerkung 2.2. Bevor wir uns dem eigentlichen Beweis zuwenden sei angemerkt, dass
wir im weiteren Verlauf dieser Arbeit noch stérkere Eigenschaften als nur proper fiir Pz
zeigen miissen werden (némlich D-Vollstindigkeit und a-properness fiir jedes a < wy).
Entsprechend werden wir den Beweis so fithren, dass er uns spéter als Ausgangspunkt fiir
eine Induktion dienen kann. Auflerdem werden wir in spéteren Argumenten haufig auf
die hier verwendete Konstruktionsmethode verweisen und diese nur jeweils geringfiigig
anpassen; der folgende Beweis enthélt also das zentrale Kernargument mehrerer spéterer

Beweise.

Beweis. [Satz 2.3 Seien also ein abzihlbares M < H, fiir hinreichend groBes s und
po € MNPt gegebenﬁ Unser Ziel ist es, eine M-generische Erweiterung ¢ < pg zu

1 [Tod00, S.259)

12[Tod00, S.260]

13Wir gehen jetzt und in allen spiteren Beweisen immer davon aus, dass unsere Modelle M < Hy jeweils
alle bendtigten Objekte (wie Z, P, < etc.) enthalten.
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finden. Hierfiir wéhlen wir zunéchst eine Abzéhlung (Dp,)ne, aller offenen dichten Mengen
aus M und konstruieren induktiv eine Folge von Bedingungen p, = (x,,X,) so, dass
Pn+1 € Dy N M fir alle n € w. Wenn wir anschlieffend eine gemeinsame Erweiterung ¢

aller p, finden sind wir also fertig.

Wegen [Bemerkung 2.2] betrachten wir zunéchst eine beliebige Menge z C M N S mit
der Eigenschaft, dass fiir alle I € ZN M gilt I C* z (nachdem Z ein P-Ideal ist, gibt es so

eine Menge, aber wir fordern nicht zwangsldufig, dass z € Z!) und konstruieren die Folge

(Pn)new so, dass fiir z,, := {J, ., ¥n die folgenden Eigenschaften erfiillt sind:
(a) zw \ o C 2,

(b) Fiir jedes n € w und X € A&, ist die Menge Zx , := {A € X | 2, \ @5, C 24} konfinal
in [Z]“.
Wenn dann auflerdem z,,1 eine Enderweiterung von z,, ist (was nach Konstruktion der
Fall sein wird), liefert uns Bedingung (b), dass Bedingung (vii) fiir
q:=(rw,{Zxn|new X eX,}U U Xn)
new
erfiillt ist und somit ¢ < p,, fiir alle n € w gilt; Bedingung (a) werden wir spéter brauchen.
Sei also p, bereits gegeben und X € &), beliebig. Unsere Folge muss so konstruiert
sein, dass ein m > n existiert so, dass die Konstruktion der folgenden Bedingungen
Prmt1, Pmt2, ... die Giiltigkeit von Bedingung (b) fiir dieses X garantiert. Uberlegen wir
also, welche Eigenschaften dieses p,, haben muss:
Natiirlich muss p,, < p, gelten und somit nach Bedingung (vii) die Menge
X1 :={A€ X |xm\ zn C 24} konfinal in [Z]¥ sein. Nachdem Z ein P-Ideal ist, gibt es
dann ein zp; € M NS in 7 so, dass fiir alle I € ZNM gilt I C* z)s. Analog zur

im Beweis von Lemma 2.1/ kénnen wir nun argumentieren, dass wenn X konfinal in [Z]* ist,

wir eine endliche Menge ¢y € SN M finden so, dass auch Xo = {A € X | z2as C za U}
konfinal in [Z]¥ ist.

Wenn wir also eine Erweiterung py,+1 < pp, in Dy, N M finden so, dass
Timt1 \ Tm C (zpmr N 2) \ e

gilt (und das selbe fiir ;41 \ z; fiir alle i > m), folgt Xy C Zx ,, und somit ist Zx ,, konfinal
in [Z]* und 41 \ Tm C z; es sind also beide Bedingungen erfiillt. Wir kénnen uns also
(wegen zjr) 0.B.d.A. auf den Fall z € Z beschrénken und es reicht, die folgenden beiden

Bedingungen zu erfiillen:

(@) pny1 € DN M,

(b”) xpt1 \ zn C 2.

Nehmen wir also an, dass so eine Erweiterung p,-1 nicht existiert und sei entsprechend Y}
die Menge aller A € [Z]“ so, dass fiir irgendeine endliche Menge c4 C z4 kein p € D,, mit

p < p, existiert so, dass

zp \ zn C 24\ CA. (%)
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Wegen Definierbarkeit gilt Yy € M und (wenn wir ¢4 = z4 \ z wihlen) folgt, dass jedes
A€ 7)Y N M in Yy liegt. Wegen Elementaritidt von M folgt somit Yy = [Z]“. Wir kénnen

nun den Beweis des Pressing-Down-Lemmas minimal anpassen um zu folgern:

Behauptung. Es gibt ein endliches co € M und eine stationire Menge Z C [Z]* in M
so, dass fir alle A € Z gilt co = ca (wie in (*))E

Beweis. Nachdem fiir jedes A € [Z]¥ gilt c4 C z4 C |J A4, gibt es eine endliche Teilmenge
By € A mit cq CJBa. Betrachte also die Abbildung f : A +— Bya.

Angenommen, f ist auf keiner stationdren Teilmenge von [Z]¥ konstant; dann gibt
es also fiir jedes B € [Z]<¥ einen Club Cp C [Z]* so, dass Cp N f~1(B) = . Sei
C = ApewCp = {A € [I]” | VB € [A]*¥ A € Cp} der Diagonalschnitt der Cp. Der
iibliche Beweis, dass der Diagonalschnitt {iber Clubs wieder ein Club ist lisst sich

problemlos an unsere Situation anpassen,lE womit C ein Club ist.

Sei nun A € C beliebig; dann gilt wegen By € [A]<“ also A € Cp,, aber wegen
Definition von Cp, N f~1(B4) = 0 auch A ¢ Cp,, Widerspruch. f ist also auf einer

stationdren Menge Z’ C [Z]“ konstant.

Sei entsprechend f(A) = B fiir alle A € Z’' und betrachte fiir ¢ € [|J B]~* die Men-
ge Z. = {A € Z|ca=c}. Nachdem [|JB]= abzihlbar ist, lisst sich somit Z’ mit
abzahlbar vielen Z. iiberdecken. Wieder lésst sich der iibliche Beweis, dass die Vereini-
gung weniger (abzéhlbar vieler) nicht-stationdrer Mengen ebenfalls nicht-stationér ist,
ohne Schwierigkeiten an diese Situation anpassenm womit eines der Z. = Z stationir

sein muss. ]

Betrachte nun q; := (2, X U {Z}); dann gilt ¢1 < pp, ¢1 € Pz N M und nach
(bzw. dessen Beweis) gibt es ein f > max(x, U ¢p) so, dass

@2 = (2 U{B}, X U{{A € X | B € za} | X € Ay, })

eine Erweiterung von ¢; ist und (wenn wir das Lemma direkt in M anwenden) in M liegt.
Wegen der Dichtheit von D,, finden wir wiederum eine Erweiterung g3 < ¢2 in D, " M und
wegen Z € X, und Bedingung (vii) folgt, dass Z' :={A € Z | zg, \ x5, C 24} in Xy, liegt
und somit konfinal in [Z]“ ist.

Wihle nun irgendein A € Z’. Nach Bedingung (v) ist x4, eine Enderweiterung von
Tg, = Tn U{B}, und nach Wahl von f ist somit (x4, \ z,) N co = 0. Nach Bedingung (vii)
gilt somit x4, \ z, C 24 \ cp; wir hatten aber angenommen, dass ¢q ein Zeuge ist dafiir,
dass A € Y gilt — Widerspruch zu (*).

Somit finden wir ein gewiinschtes p,4+1 und konnen die Folge (pn)new wie gefordert

konstruieren. O

1Vielen Dank an Brian M. Scott fiir die Erliuterung dieses Beweisschrittes.
5Siehe z.B. [JecT3, S.179, Theorem 3.2.(c)]
16[Tec73], S.179, Theorem 3.2.(b)]
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Somit folgt:
Korollar 2.4. PFA = PID.

Beweis. Wir diirfen, um PFA auszunutzen zu kénnen, nur wy viele dichte Mengen verwenden.

Nach und wegen cf(S) > w; folgt aber (dank der Konstruktion aus dem
vorherigen Beweis), dass auch die Menge

Dy = {p € Pz | otp(zp) > a}

fiir jedes a € w1 dicht ist. Sei also ein Filter G gegeben, der alle D, schneidet, dann folgt
die Behauptung aus O

Fiir den iiblichen Konsistenzbeweis von ZFC + PFA werden superkompakte Kardinal-
zahlen benétigtm und es ist allgemein bekannt, dass unter PFA gilt 2% = ws. Wir haben

also gezeigt:

Korollar 2.5. Con(ZFC+ SC) = Con(ZFC+ ~GCH + PID).

17[Abr10, S.388]
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3 D-vollstidndige Forcingordnungen

Um die Konsistenz von PID mit der Kontinuumshypothese zu zeigen werden wir ausnut-
zen, dass unsere Forcingordnung D-vollstandig beziiglich eines einfachen w-vollstiandigen
Completeness-Systems ist. Derartige Forcingordnungen haben die schéne Eigenschaft,
iteriert werden zu koénnen ohne neue reelle Zahlen hinzuzufiigen. Wir kénnen somit ein
Basismodell von ZFC + GCH wéhlen und Pz iiber alle P-Ideale iterieren, ohne 2 = w; und
(wie sich zeigen wird) die verallgemeinerte Kontinuumshypothese im Iterationsverlauf zu
zerstoren.

Zunichst wenden wir uns aber den hierfiir benttigten a-properen Forcings zu.

3.1 a-Properness

a-Properness ist eine natiirliche Verstarkung von Properness, die wir benotigen werden,
um die spéter eingefithrte D-Vollsténdigkeit bei der Iteration zu erhalten. Definiert ist sie

folgendermafen:
Definition 3.1. [[§]

e Sei « eine abzéhlbare Ordinalzahl. Eine Folge My < ... < M, < Hy abzihlbarer
elementarer Unterstrukturen von Hy fiir hinreichend grofles 0 heifit a-Turm, wenn
fiir alle ¢ gilt (M;);<; € M; und fiir jede Limeszahl ¢ < o gilt Ms = (J,_5 M;.

e Eine Forcingordnung P heifit a-proper, wenn fiir jeden a-Turm (M;);<q =: M mit
P € My und fiir jedes p € P N My ein g < p existiert, das gleichzeitig M;-generisch

ist fir alle 7 < a.

So ein ¢ heiBt auch kurz M -generisch.
e Eine Forcingordnung heifit < wi-proper, wenn sie a-proper fiir jedes a < wj ist.

Offensichtlich ist das klassische proper genau 1-proper nach dieser Definition. Beispiels-

weise ist jede ccc- oder g-abgeschlossene Ordnung < wl—properf';g]

Bemerkung 3.1. Sei P eine a-propere Forcingordnung, M ein a-Turm und M, < My1.
Dann lisst sich ein M generisches Element p zu einem M, 1-generischen Element erweitern
— aus a-proper folgt somit (o + 1)-proper.

Genauso folgt, dass jede Forcingordnung, die ;- und ag-proper ist, auch (o + a9)-
proper ist. Wir kéonnten uns in Beweisen von < wi-Properness somit auf unzerlegbare
Limeszahlen beschrénken (bestiinde unsere Induktionshypothese im entsprechenden Beweis

nicht noch aus zusétzlichen Forderungen).

Damit a-propere Ordnungen (und insbesondere < wi-propere) sinnvoll iteriert werden
konnen, miissen wir natiirlich zunéchst zeigen, dass a-Properness bei countable support

Iterationen erhalten bleibt. Dies folgt direkt aus dem a-Fxtensionslemma:

18[She98), S.206f],[Abr10, S.369)
19[Abri0], S.370]
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Lemma 3.1. m(a—Extension Lemma) Sei o eine abzihlbare Ordinalzahl und (P;)i<~
eine countable support Iteration von a-properen Forcingordnungen. Sei weiterhin \ eine
hinreichend grofe Kardinalzahl und M ein (o + 1)-Turm abzdihlbarer elementarer Unter-
strukturen von Hy mit v, Py, € M. Fiir jedes o € v N My und (M, P, )-generische
qo € Py, gilt:

Wenn fiir einen Namen py € VP gilt
q0 IFp,, (p'o €EPyNMyANpo |y € Go)

(wobei Gy der entsprechende (V, Py, )-generische Filter ist), dann gibt es ein (M, P.)-

generisches q so, dass
g7 =qo und qlrp, po € G

(fir den entsprechenden (V,P.)-generischen Filter G).

Korollar 3.2. Die countable support Iteration von < wi-properen Forcingordnungen ist

selbst ebenfalls < wy-proper.

Fiir einen Beweis verweise ich auf die zitierte Literatur, da zum einen a-Properness
nicht das eigentliche Kriterium ist, das uns interessiert, und zum anderen, da wir das
analoge Lemma fiir D-vollstdndige Forcings ohnehin zeigen werden.

Wir wollen nun natiirlich zeigen:
Satz 3.3. E Pz ist < wy-proper.

Beweis. Wir zeigen dies per Induktion iiber o < wy. Wie in bereits erwihnt
wurde der Beweis von explizit so gefiihrt, dass er uns als Induktionsanfang dient.

Wir kénnen somit folgende Induktionsvorraussetzung nutzen:

Fiir jeden a-Turm M, jedes pg € P N My und jedes z € M, NS mit I C* z fiir alle
I €N M, gibt es ein M—generisches q < po mit z, \ Tpy C 2.

Fiir den Nachfolgerschritt sei « = f+1 und A = TN Mpg. Wegen <; ist z4 in M, definierbar
und A € M,. Auflerdem ist z4 Nz wegen z4 C* z eine coendliche Teilmenge von z4 und
somit ebenfalls in M. Entsprechend kénnen wir die Induktionsvorraussetzung in M, auf
zN z4 anwenden und mit der Properness von Pz die Behauptung folgern.

Betrachten wir also fiir den Limesschritt eine Limeszahl o und sei («;)ic. eine kon-
finale aufsteigende Folge in a. Setze A; = M,, NZ und 2z; = z N z4,. Wieder gilt wegen
Definierbarkeit z; € Mp fiir alle § > «;. Analog zum Beweis von konstruieren wir
wieder, ausgehend von py, eine absteigende Folge von Bedingungen p;11 € M,,4+1 NP fiir

alle 7 € w so, dass:

Tpit1 \x}?i Cz \ Ci (*)

20[Abr10l S.372]
2 [Tod00)}, S.262)
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fiir eine endliche Teilmenge ¢; C z;, die (genau wie vorher schon) fiir jedes X € &),

“ ist. Die bendotigten c¢; liefert

garantiert, dass die Menge Zx ; (wie oben) konfinal in [Z]
uns ein geeignetes Bookkeeping.

Die Bedingung p;41 wiederum erhalten wir, indem wir die Induktionsvorraussetzung
in M,

aiy1 auf pi, (Mj)j<q, und z; \ ¢; anwenden (offensichtlich liegen diese Mengen alle in

M,,.,). Die letztenendes gesuchte Bedingung ¢ = (4, A;) definieren wir dann als:
:I;q::pri Xq::{Zx,HiGw,XGXpi}UUXi
€W 1EW
Dann ist ¢ per Konstruktion (M;);<q-generisch. O
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3.2 D-Vollstiandigkeit

Wir definieren nun eine Klasse von Forcingordnungen, die keine neuen reellen Zahlen
hinzufiigen und sich hinreichend oft iterieren lassen, um die PID in ihrer vollen Allgemeinheit

zu erzwingen ohne GCH zu zerstoren. Hierfiir benttigen wir Completeness-Systeme:
Definition 3.2. P
e Sei D(M, P, pg) eine auf folgenden Argumenten definierte Funktion:

— M ist eine abzéhlbare elementare Unterstruktur von irgendeinem Hy (fiir hin-

reichend grofies ),
— P ist eine Forcingordnung in M und

—poEPNM.

Dann heifit D Completeness-System, wenn fiir alle erlaubten Parameter gilt:

D(M, P, po) # 0 und fir jedes G € D(M, P, po) gilt G # 0 und G C Geny,, (M, P).

e Ein Completeness-System D heifit A-vollstindig, wenn fiir jedes geeignete Parameter-
tupel (M, P,pg) der Schnitt aus hochstens A\ vielen Elementen aus D(M, P, pg) nicht

leer ist.

Bemerkung 3.2. Der obigen Definition nach ist ein Completeness-System D eine echte Klasse,
da es auf beliebigen Unterstrukturen beliebig grofier Hy und beliebigen Forcingordnungen
definiert sein muss. Dieses Problem lisst sich aber vermeiden, indem wir (wie in [She98])
D nur fiir ein festes hinreichend grofies up definieren. Fiir ' > up ldsst sich D dann auf

Modelle pup € M < H, fortsetzen, indem wir definieren
D(Ma Pap(J) = D(M N H,u]m Pap())'

Nachdem wegen P € H,,; beim runterschneiden auf H,; keine P-dichten Mengen verloren
gehen, bleiben alle erforderlichen Bedingungen erhalten; die Existenz eines solchen up ist
in manchen Beweisen aber durchaus hilfreich 2

Alternativ (wie in [Abrl0]) konnen wir D nur auf abzdhlbaren transitiven Modellen von
ZFC™ definieren und anschlieend auf beliebige Modelle erweitern, indem wir die Urbilder

der einzelnen Filter unter dem Isomorphismus zum transitiven Kollaps betrachten.

Definition 3.3. Eine Forcingordnung P heifit D-vollstindig beziiglich eines Completeness-
Systems D, wenn fiir jede abzihlbare elementare Unterstruktur M < Hy fiir hinreichend
groflies 6 und jedes pg € PN M ein G € D(M, P, po) existiert so, dass jeder Filter G € G in
P beschrinkt ist (d.h. es gibt ein ¢ € P so, dass G C {r e P | g <r}).

Das niitzliche an diesen Forcingordnungen ist:

22[She98], S.225]

Z3[Abri0, S.379f]

24Tn dem Fall miissen wir natiirlich — potentiell unbefriedigenderweise — die Funktion fiir jede Forcingord-
nung einzeln definieren.
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Satz 3.4. E P ist D-vollstindig beziiglich eines Completeness-Systems D genau dann,

wenn P proper ist und beim forcen keine neuen reellen Zahlen hinzufiigt.

Beweis. Angenommen, P ist D-vollstindig und seien entsprechend geeignete
M < Hp,p € P mit p,P,D € M gegeben. Per Definition gibt es ein G € D(M, P, p) so, dass
G nur beschriankte Filter enthélt. Wihle G € G beliebig und sei ¢ € P die dazugehorige
Schranke. Offensichtlich ist ¢ dann M-generisch, also ist P proper.

Gelte nun p IF (f € “w) fiir irgendeinen Namen f € M und betrachte die Menge

Dn:{rEPIEkEerF(f(n):k)}

fiir jedes n € w. Dann sind die D,, offensichtlich dicht in P und in M definierbar, also
D, NG # (. Nach Beschréinktheit von G legt g also bereits alle Werte von f fest, also ist f
keine neue reelle Zahl.

Fiir die Riickrichtung seien M, p geeignet und g < p sei M-generisch. Sei auflerdem
(Dn)new eine Aufzéhlung aller maximalen Antiketten in M und D, N M = (ppi)kew-
Jeder M-generische Filter enthélt genau ein Element aus D,,, betrachte also den Namen
F= {08, pus) Ik € w}.

Nachdem ¢ generisch ist (und maximale Antiketten pridicht sind), folgt ¢ IF (f € “w).
Nach Vorraussetzung fiigt P aber keine neuen reellen Zahlen hinzu, also muss ein z € (“w)V
und r < ¢ existieren mit r I+ (z = f) Entsprechend ist der von r erzeugte Filter G,
durch 7 beschréinkt, enthilt p, erzwingt ganz f und ist somit M-generisch. Definiere also

D(M,P,p) = {{G,}} und wir haben ein geeignetes Completeness-System gefunden. [

Man beachte, dass wir bei der Hinrichtung des Beweises nur einen beschrinkten M-
generischen Filter gebraucht haben; bzw. die zugehorige untere Schranke ¢. Dies fithrt uns

zu folgender Definition:

Definition 3.4. @ Sei P eine Forcingordnung und M ein geeignetes Modell. Wir nennen
q € P total M-generisch (completely generic), wenn der durch ¢ induzierte Filter M-

generisch ist.
Somit erhalten wir als Korollar aus dem vorherigen Beweis:

Korollar 3.5. Jeder generische Filter, der ein total generisches Element enthdlt, figt beim

forcen keine neuen reellen Zahlen hinzu.

Das Completeness-System, beziiglich welchem sich Pz als D-vollstédndig erweisen wird,
hat insbesondere die folgende schone Eigenschaft, die (wie wir spéter sehen werden) bei

der Iteration von Nutzen ist:

Definition 3.5. m Ein Completeness-System D heifit simpel, wenn es eine zweitstufige
Formel ¢ (Xo, X1, 22, x3) gibt so, dass D(M,P,p) = {Gc | C C M" fir irgendein n € w}
fir

gC = {G € Genp(Mvp) | M ): Qf)(C,G,'P,p)}

25[She98], S.227]
26[Abr1q], S.376)
27[She98, S.227]
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Wir haben damit alle nétigen Definitionen, um zu zeigen:

Satz 3.6. @ Pz ist D-vollstindig beziiglich eines simplen w-vollstindigen Completeness-
Systems D.

Beweis. Betrachte ein Tripel (M, Pz, po). Wir suchen eine zweitstufige Formel wie oben,
die uns D(M, Pz, po) definiert. Hierfiir soll eine Menge C' C M wie in [Definition 3.5| eine
beliebige Codierung der folgenden Mengen darstellen:

(a) Eine Aufzéhlung (D;,)ne. aller dichten offenen Teilmengen von Pz, die in M liegen,
(b) eine Aufzédhlung (X, )necw aller konfinalen Teilmengen von [Z]¥, die in M liegen,

(c) eine abzihlbare Folge (¢;);ec, endlicher Teilmengen von S N M und

(d) eine Teilmenge z C M NS mit I C* z fur alle I € ZN M.

Man beachte, dass dies genau die ,, Typen“ von Mengen sind, die wir in den Beweisen von

[Satz 2.3| und [Satz 3.3| bereits verwendet haben. Entsprechend wissen wir bereits, wie wir

mit diesen Objekten generische Bedingungen konstruieren kénnen.
Mit der Idee dieser vorherigen Beweise im Hinterkopf soll die gesuchte Formel

»(C, G, Pr,po) (mit Parameter Z) nun folgendes ausdriicken:
e Die Menge C codiert Mengen der Form (a)-(d),

e (G ist ein Filter erzeugt von einer absteigenden Folge (p,)new von Bedingungen

ausgehend von pg so, dass fiir fast alle n € w gilt:

— Pnt1 € i<y D

= Tp,y \ Tp, €z und

— (@p,., \ Tp,) Nc =0 fir jede endliche Menge ¢ C .S N M der folgenden Form:
* Es gibt ¢, 7 <n mit X; € A, und

% flir das minimale 7 mit dieser Eigenschaft gilt ¢ = ¢y, wobei ¢ der kleinste
Index ist so, dass Xy = {A € X; | zp, \ zp, C 24}

Wenn nun irgendeine Menge C' C M genau z = zj; und die Folge (¢;)ie. codiert, bei
der ¢; die kleinste endliche Menge ist, fiir die Xy = {4 € X, | zpr C 24 U¢;} konfinal in
[Z]“ ist, sind wir genau in der Situation wie im Beweis von Fiir so eine Menge C
ist also jede Menge G, die M = ¢(C, G, Pz, po) erfiillt, ein M-generischer Filter, der pg
enthélt und — da er von der Folge (py,)new erzeugt wird — durch das ,,Infimum* ¢ aus dem
Beweis beschrinkt ist. C' bezeugt also, dass Pz vollstindig beziiglich des entsprechenden
durch v definierten (und damit simplen) D ist.

Fiir die w-Vollstandigkeit beachte man weiterhin, dass sich die , giiltigen“ Mengen
C' C M (und entsprechend die Mengen G¢ aus [Definition 3.5) nur in der Codierung der
28 [Tod00), S.263)
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Menge z C M NS wesentlich unterscheiden (die ¢; hingen von z ab und fithren nicht zu
unterschiedlichen Filtermengen). Um zu zeigen, dass DD auch w-vollstindig ist, miissen wir
also nur fiir abzéhlbar viele verschiedene G; € D(M, Pz, po) die zugehorigen Kandidaten
(2i)icw betrachten.

Der relevante Schritt im Beweis von ist hierbei die Forderung (a) z, \ zo9 C z,
wobei allerdings fiir jeden der Kandidaten z; gelten muss I C* z; fiir alle I € ZN M und per
Konstruktion x,, \ xg C 24 C* z; fiir die entsprechenden konfinal vielen A € X € X, immer
erfiillt ist. Wir kénnen also (wie leicht aus dem Beweis ersichtlich ist) ohne Schwierigkeiten
das Konstruktionsverfahren und die endliche Menge ¢y an abzihlbar viele z; anpassen um
eine Bedingung zu finden, die einen Filter erzeugt, der entsprechend im Schnitt (., G

liegt; D ist also w-vollstdndig. O
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3.3 Die Iteration von D-vollstindigen Forcingordnungen

Wir werden nun im Rest dieses Abschnittes zeigen, dass auch die countable support
Iteration geeigneter D-vollstéindiger Forcingordnungen keine neuen reellen Zahlen hinzufiigt.
Die Darstellung orientiert sich dabei stark an [Abrl0, S.382ff]. Der zentrale Schritt dieses

Beweises ist das folgende Extensionslemma:

Lemma 3.7. (D-Completeness Extension Lemma) Sei (P;, Qi)igfy eine countable

support Iteration von Forcingordnungen, so, dass in jedem VP qgilt:
o O, ist < wi-proper und

o Q; ist D-vollstindig bzgl eines w-vollstindigen Completeness-Systems im Basismodell
V.

Sei auperdem M ein a-Turm mit Py, po € My und vo € v N My mit otp(My N [y0,7)) = a.
Dann gilt:

Fiir jedes total My-generische und M-generische qo € Py, mit go < po | Yo gibt es ein
q € Py so, dass qo = q | 70,9 < po und q total My-generisch ist.

Haben wir dies gezeigt, folgt mit einem beliebigen a-Turm iiber My = M > p und dem
entsprechenden total M-generischen Element ¢ < p mit insbesondere also:

Korollar 3.8. Jede countable support Iteration < wi-properer Forcingordnungen, die
jeweils D-vollstindig bzgl eines w-vollstindigen Completeness-Systems (im Basismodell)

sind, fiigt keine neuen reellen Zahlen hinzu.

Nachdem auflerdem a-Properness ebenfalls erhalten bleibt, kénnen wir mit
auch folgern, dass eine entsprechende Iteration selbst D-vollstéindig ist.
Wir wenden uns zunéchst der Zweischritt-Iteration zu und finden folgendes Kriterium

fiir totale Generizitit:

Lemma 3.9. Seien P und Q € V¥ Forcingordnungen (bzw., ein Name fiir eine solche).
Sei auflerdem My < Hy eine abzihlbare Unterstruktur fir ein hinreichend groffes 6 mit
P, Q € My, sowie 7w : My — Ny der transitive Kollaps. Sei weiterhin fiir (qo,q1) € P x* O der
von qo induzierte Filter Gp sowie N§ = No|[w[Gp]| die entsprechende Forcingerweiterung
des transitiven Kollapses. Es gilt nun:

(qo, G1) ist total My-generisch genau dann, wenn qo total My-generisch ist und es einen
N§-generischen Filter Gy C 7(Q)™CP] gibt so, dass

qo IFp 7 L[G1] ist beschrinkt durch g, “.
Der Grund fiir den Ubergang zum transitiven Kollaps ergibt sich aus dem Beweis:

Beweis. Sei also (qo,q1) € P * Q beliebig, i : P — P x Q die (kanonische vollstindige)
Einbettung definiert iiber p — (p,1g) und

G = {(po, 1) | (q0,41) < (po,p1)} = {(Po, 1) | @0 <P P0 Ao IFp (41 < P1)}
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der induzierte Filter.

Natiirlich ist i 1(G) = Gp — der Zusammenhang zwischen totaler Generizitit von
(go,q1) und qo selbst ist somit klar; bleibt die geeignete Wahl des Elementes ¢;. Ist
(go, q1) total My-generisch, ist auch klar, dass G; = {p e Q6P | g0 IFp (g1 <o p)} ein
total My[Gp]-generischer Filter ist und somit gg IF-p ,qy ist total My[G]-generisch.

Ist allerdings nur letzteres der Fall, reicht der von (qo,q1) erzeugte Filter Gp x H
(wobei H der von G167 erzeugte Filter iiber QCP ist) nicht aus, um notwendigerweise jede
dichte Menge D fiber P * Q in My zu treffen, da sich D nicht zwangsliufig in jeweils dichte
Mengen iiber P und Q6P zerlegen lisst, die ebenfalls in My bzw. My[Gp] liegen. Mit dem
Ubergang zum transitiven Kollaps hingegen kénnen wir dieses Problem umschiffen:

Hierfiir beachte man zunéchst, dass fiir jeden V-generischen Filter F' | der qq
enthélt, My[F| eine elementare Unterstruktur von Hp[F| ist und 7 problemlos auf
My[F] — No[r[Gp]] = N§ fortgesetzt werden kann. Insbesondere gilt dann fiir den
korrespondierenden Namen 7 also qg IFp Mo[G] — N (wobei G der kanonische Name fiir
einen generischen Filter ist).

Offensichtlich ist dann, dass — falls (qo, ¢1) total My-generisch ist — der entsprechende
Filter 7[G1] bezeugt, dass m(q1)™¢P! total N{-generisch ist und entsprechend ¢g erzwingt,
dass GG durch ¢ beschrinkt ist.

Ist umgekehrt gq total My generisch und Gy C 7(Q)™E?! ein N{-generischer Filter,
von dem qq erzwingt, dass 7~ [G1] durch ¢; beschrinkt ist, so ist G’ = 7[Gp] * G; ein
7(P % Q)-generischer Filter, wodurch auch 7'[G'] = G ein My-generischer und durch
(o, q1) beschrinkter Filter ist, der somit die My-Generizitit von (qg, q1) bezeugt. O

Unser néchstes Ziel ist es, in Anlehnung an diesen Beweis, eine Funktion [E auf geeigneten
Parametern zu definieren so, dass die resultierende Menge E(Mj, My, P * Q, Go, po) C Px o)
eine My-generische Fortsetzung des My-generischen Filters Gy C P ist, die py enthilt und
My € My < Hy gilt.

Definition 3.6. (Die Funktion E)

Seien Objekte der folgenden Form gegeben:
1. Eine D-vollsténdige Forcingordnung P,
2. Q,]D) e VP so, dass
1p IF D € V ist ein w-vollstéindiges Completeness-System und
Q ist D-vollstindig bzgl D*.

3. My < M, < Hy seien abzéhlbar fiir hinreichend groBes 6, My € My, P, Q,D € My,
4. Gog € MyNP sei My-generisch mit Gy € My,
5. po = (a,b) € (P * Q) N My beliebig mit a € Gy.
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Fiir Parameter dieser Art sei dann G := E(My, M, P * 9, Gy, po) folgendermafien
definiert:

Wir beginnen wieder mit dem transitiven Kollaps # : My — Ny und betrachten
N§ = No[r[Go]]. Nachdem My, Go,m € M; gilt dann auch Nj € M. Sei auBerdem
Qi = 7(Q)™[%] und Dy = 7(D)7[C0]. Nach Vorraussetzung erzwingt 1p, dass D € V gilt
und somit auch Dy € Ny, womit 7r_1(]D)0) ein w-vollstindiges Completeness-System ist.
Entsprechend ist D := D(Ng, Qg, w(b)™¢0]) in M, definiert und M; N D ist abzéhlbar,
womit ()(M; N D) nicht leer ist, also einen Nj-generischen Filter G; C Qf enthélt mit
m(b)™G0] = v+ € G.

Betrachte nun 7[Gg] * G1, dann ist dies ein Ny-generischer Filter iiber (P Q), der

7(po) enthilt, womit wir G := 7 }[r[Go] * G1] setzen konnen.

(Ende der Definition) OJ

Bemerkung 3.3. Die Funktion E ist in dieser Form innerhalb von Hy nicht definierbar, da
wir erststufig nicht ausdriicken kénnen, dass My, M; elementare Unterstrukturen von Hy
sind.

Das Problem kénnen wir umgehen, indem wir E allgemein auf ZF~-Modellen definieren,
fiir jedes My einen festen Mj-generischen Filter G wéhlen und — wann immer irgendein
Aspekt der Konstruktion von E nicht funktioniert, da My oder M; keine elementare
Unterstruktur ist — per Default den Wert von E(My, M1, P * Q, Go,po) := G setzen.

Das Lemma, das uns nun den Nachfolgerschritt erschldgt ist das Folgende:

Lemma 3.10. (Gambit Lemma) Sei P eine beliebige Forcingordnung und oO,De VP

so, dass
1p Ik D e Vist ein w-vollstindiges Completeness-System und Q ist D-vollstindig bzgl D«

Sei 0 hinreichend grof$ und My < My < Hy abzdhlbar mit My € My und P, Q,D € My. Sei
auflerdem qo € P eine Mi-generische Bedingung, total My generisch und sei Go € Mo NP
der von qq erzeugte Filter. Dann gilt:

Fiir jedes (a,b) = pg € (P Q) N My mit a € Qq gibt es ein ¢, € V' so, dass (qo,¢1)
total My-generisch ist und (qo,q1) < po-

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass Gy € M;: Sei hierfiir R die Menge aller total M-
generischen r € P. Dann gilt ¢g € R € M;. Nachdem ¢¢ auBerdem M;-generisch ist, gibt
es ein kompatibles » € R N M;. Kompatible Bedingungen erzeugen aber den selben Filter,
also Gy € M;.

Setze nun also G := E(My, My, P * 0, Go,po). Unter der selben Terminologie wie in
den vorherigen Beweisen ldsst sich damit der transitive Kollaps w : My — Ny auf die
entsprechenden generischen Erweiterungen ausdehnen und es gilt g IF (7 : Mo[G] — Np§).
Nach miissen wir also nur zeigen, dass qo I ,,m~*[G1] ist beschriinkt in Q,

wobei wieder G € (M1 ND(N{, Q§,b%)).
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Sei also F' ein V-generischer Filter mit gg € F. Dann ist also 7% der transitive Kollaps

My[F] — N{§ und nach Vorraussetzung gibt es ein G € D(N{, Qf, b*) so, dass fiir jeden
Filter H € G das Urbild 7~ '[H] in OF liegt. Wegen M;[F] < Hy[F] gilt X € M;[F).
Nach Vorraussetzung liegt aber D in V, also X € M;. Nach Definition von G folgt somit
G1 € X, und somit gilt gg I ,,7—'[G1] ist beschrénkt in Q. O

Wir koénnen uns somit nun einer beliebigen countable support Iteration zuwenden.

Hierfiir miissen wir zunachst in unserer Definition der Funktion E das Modell M; durch

einen a-Turm von Modellen ersetzen, um mit transfiniten Iterationen umgehen zu kénnen:

Definition 3.7. (Erweiterung der Funktion E)

Seien Objekte der folgenden Form gegeben:

1. Eine countable support Iteration (P;, Qi)¢§7 so, dass

2. jedes der Q; ist D-vollsténdig beziiglich irgendeines w-vollstéindigen Completeness-

Systems in 'V,
3. My < Hy abzihlbar fiir hinreichend grofles 6 mit P,y € Mo,

4. ein a-Turm M = (M¢)1<¢<q abzéhlbarer elementarer Unterstrukturen von Hy mit
My € My (M ist also explizit nicht Teil des Turms!),

5. ein Moy-generischer Filter Gy € M; iiber P, fiir irgendein 79 € My N~y mit
otp(Mo N [10,7)) = «,
6. po € Py N My mit pg [ Yo € Gp.
Dann soll G, = E(My, M, Py, Go,po) ein My-generischer Filter iiber P, sein, der Gy
erweitert und po enthélt. Wir definieren G per Induktion {iber o < wy:

Ist « = o + 1 eine Nachfolgerzahl, so ist wegen otp(My N [y0,7)) = @ auch v =+" 4+ 1
eine Nachfolgerzahl. Es gilt 79 = 7 genau dann, wenn o = 1. In dem Fall ist P, isomorph
zu Poyg * QFO und wir haben nur zwei Modelle My < M;; wir kdnnen also die vorherige
verwenden. Gelte also 79 < 7' und sei nach Induktionsvorraussetzung

Gy =E(My, (M¢)1<¢<ar» Py, Go,po [ ).

Dann ist dies also ein My-generischer Filter iiber P,/, der Gy erweitert und pg [ 4 enthélt.

Wie wir spéter sehen werden, diirfen (und miissen) wir annehmen, dass G € M,, liegt

und somit wieder [Definition 3.6 auf
G’Y = E(MO7 MCH P’y’ * Q'y’a G’y/7p0)

anwenden.

Sei nun « eine Limeszahl und (ay,)ne, eine aufsteigende konfinale Folge in o mit
ap = 0. Wir kénnen entsprechend ~, € My so wihlen, dass a,, = otp(Mo, [0, Vn));
dann ist (,)new ebenfalls eine aufsteigende konfinale Folge in v N M. Sei (Dy,)new €ine
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Aufzéhlung aller dichten Teilmengen von P, in My. Wir definieren nun induktiv iiber
n € w Bedingungen p,, € Py, N My und My-generische Filter G,, € M,, 11 iiber P, so,

dass:

(a) pn | W € Gy, und

(b) Pn 2 Pnt+1 € Dy,.

Go, po sind bereits gegeben. Angenommen also, G,,, p,, sind definiert. Ein p,, 11 € D,,N M
mit ppy1 [ ¥n € Gy zu finden ist wegen der Generizitidt von G, leicht. Wir kénnen also

nach Induktionsvorraussetzung wihlen

Grni1 = E(Mo, (M¢)ap+1<e<anits Pynsrs Grs Pr1 | ns1)-

Setze schliefllich fiir G den von allen p,, erzeugten Filter, dann sind nach Konstruktion

alle geforderten Bedingungen erfiillt.

Man beachte auflerdem abschliefend, dass sowohl im Nachfolger- als auch Limesschritt al-
le verwendeten Parameter jeweils im betrachteten M, liegen; unsere vorherige Annahme,

dass G, € M, ist also unproblematisch.

(Ende der Definition)]

Mit dieser Definition konnen wir nun endlich das Extensionslemma beweisen. Hierfiir

brauchen wir noch das entsprechende Extensionslemma fiir proper Forcings:

Lemma 3.11. (Properness Extension Lemma) Sei (Pa, Qo) eine countable support
Tteration von jeweils properen Forcingordnungen und 0 hinreichend grof$; M < Hy eine
abzihlbare elementare Unterstruktur mit v, P, € M Fiir jedes o € y(\M und M -generische
qo € Py, gilt:

Wenn fiir py € VP gilt qo -2, (Po € PyNM) und po | 70 € G, dann gibt es ein
M -generisches q € P so, dass q | vo = qo und ql-p,, (po € G).

Fiir einen Beweis verweise ich wieder auf die angegebene Literatur.

Beweis |Lemma 3.7 (D-Completeness Extension Lemma). Seien also Mengen wie in der

Aussage des Lemmas gegeben und Gy C P,,N My der von gg induzierte My-generische Filter.
Nachdem ¢q auch M-generisch ist, gilt also Gy € M;. Wir zeigen nun per Induktion iiber
a = otp(Moy N [0,7)) die Existenz einer Schranke fiir G-, = E(Mo, (M¢)1<¢<as Pvy, Go, Po)-
Der Induktionsanfang ist nach Vorraussetzung gegeben.

Seien also zuniichst @ = o’ + 1 und entsprechend auch v = 7/ + 1 Nachfolgerzahlen.
Definiere dann in M, eine maximale Antikette X C P, so, dass jedes r € X eine
Schranke von Gy und (M )1<¢<qo-generisch ist (nachdem die Menge aller Bedingungen
dieser Form dicht ist, finden wir so ein X). X ist somit insbesondere préadicht unter go.
Nach Induktionsvorraussetzung gibt es fiir jedes ro € X eine Erweiterung 71 € P/, dass als
untere Schranke fiir G = E(Mo, (M¢)1<¢<a’» Py» Go,po | 7') dient. AuBlerdem sind alle

2[Abriq, S.345)
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diese Parameter in M,; wir kdnnen also G, € M, folgern. Nachdem M, < Hy kénnen
wir auflerdem fiir jedes rqg € X N M, unser r; € M, wéhlen. Fiir den zugehorigen Namen
1 € VP gilt somit gy IF (1 € My N Py). Nachdem X eine maximale Antikette ist,
gibt es also fiir jeden V-generischen Filter G iiber P,; mit ¢y € G' genau eine Bedingung
ro € X N G; setze also r1 := 1%, Nach dem Properness Extensionslemma gibt es nun eine

Erweiterung q; € P, mit q1 [ vo = qo so, dass q; als M,-generisch ist und ¢ IF (r] € G’)

Entsprechend ist ¢q; eine Schranke von G./. Mit [Lemma 3.10| und [Definition 3.7| finden wir

schlieBlich eine Schranke ¢y € P, fiir G so, dass ¢2 | 7/ = ¢1 und die Behauptung erfiillt
ist.

Sei nun also « eine Limeszahl. Wie in der Konstruktion von wahlen
wir eine konfinale Folge (o, )new in «, eine korrespondierende konfinale Folge (7, )new in
v N My, Bedingungen p,, € Py N My mit zugehérigen Filtern G,, C P, mit G,, € My, +1
und schlielich den von allen p,, erzeugten Filter G,. Wir definieren nun eine Folge g, € P,

per Induktion iiber n € w so, dass fiir jedes n gilt:

(a) gy ist eine Schranke fiir G,

(€) gn = Gnt1 [ m und
(d) gn ist (M¢)a,,+1<e<a-generisch.

Man beachte, dass dabei g, nicht mehr M¢-generisch fiir 0 < { < a,, sein muss und

entsprechend ¢ := |J fiir kein £ > 0 mehr (notwendigerweise) Mg-generisch ist; die

ncw 4n
einzelnen M, brauchen wir aber auch nicht mehr, da g nur total My-generisch sein soll.
Sei nun also ¢, konstruiert, dann wéhle (wie im Nachfolgerschritt) eine maximale
Antikette X € M,, ,4+1 iiber P,, bestehend aus Bedingungen, die G, erzeugen und
(M¢)a,+1<e<an.,-generisch iiber P, sind. Fiir jedes ro € X gibt es also mit der Indukti-
onsvorraussetzung ein r1 € P,, , so, dass r1 eine Schranke von G,41 ist, 71 < ppi1 [ Vst
und r1 | v, = 7o gilt. Wieder wéhlen wir 1 € My, 41, wenn 19 € X N Mg, ;1. Wie-

der ist dann 7 := {ry | 79 € X} ein Name, fiir den gilt qo I+ (* € M,, ,+1). Nach dem

la-Extensionlemma (Lemma 3.1)|finden wir ein ¢,+1, das Bedingungen (b)-(d) erfiillt und

e erzwingt, woraus folgt, dass g,41 eine Schranke fiir Gy, 11 darstellt und somit alle
geforderten Bedingungen erfiillt.

Mit ¢ = [J,,c,, @n ist das Lemma somit bewiesen. O

Bemerkung 3.4. m Man beachte, dass in den Lemmata dieses Abschnittes jeweils gefor-
dert wird, dass die Completeness-Systeme der einzelnen Forcingordnungen der jeweils
betrachteten Iterationen im Grundmodell V liegen miissen. Das ist offensichtlich inso-
fern unbefriedigend, dass in der Iteration entsprechend jede der Ordnungen Bezug auf
das Grundmodell nehmen muss, statt nur auf das Modell, in dem das jeweilige Forcing

durchgefiihrt wird.

30[Abricl S.389]
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An dieser Stelle kommen die simplen Completeness-Systeme (siehe [Definition 3.5)) ins

Spiel. Dadurch, dass diese garantieren, dass das jeweilige Completeness-System in einem
gewissen Sinne definierbar ist, kann die Einschrankung, dass das Completeness-System im

Grundmodell liegen soll, bei simplen Completeness-Systemen verworfen werden.

Auch kénnen wir fiir Completeness-Systeme (analog zu PFA) die simpel diber H,, sind
(d.h. wir ersetzen in in den Definitionen von D(M, P,p) und G jeweils
das Modell M durch H,,) ein sinnvolles Forcingaxiom kompatibel mit der einfachen
Kontinuumshypothese einfiithren, das nicht Bezug auf das Grundmodell nehmen muss und

dessen Konsistenz sich mit superkompakten Kardinalzahlen zeigen lésstﬁ

PFA for countably complete simple completeness systems Es gilt 2 = w; und
fiir jede < wi-propere Forcingordnung P, die D-vollstandig beziiglich eines w-vollstdndigen
simplen (iiber H,, ) Completeness-Systems ist, und jede Familie (D;);c,, dichter Teilmengen
von P gibt es einen Filter G C P, der jedes der D; schneidet.

Wir werden dies jedoch nicht beweisen (das Axiom wiire fiir unsere Zwecke ohnehin zu
schwach), sondern stattdessen in die dabei verwendete Beweismethode ausnutzen,
um direkt zu zeigen, dass Pz iiber alle P-Ideale iteriert werden kann ohne die allgemesi-
ne Kontinuumshypothese zu zerstoren. Der Beweis des entsprechenden Forcingaxioms

funktioniert analog.

31 [Abri0, S.390]
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4 Die Konsistenz von PID + GCH
4.1 Die Iteration von P7 iiber alle P-Ideale

Die Iteration von Pz iiber Ideale auf beliebig grolen Grundmengen S benétigt — wie der
Konsistenzbeweis fiir PFA — superkompakte Kardinalzahlen; insbesondere eine geeignete

Laver-Funktion, dich sich aus der Existenz einer superkompakten Kardinalzahl ergibt.

Bemerkung 4.1. Nachdem grofie Kardinalzahlen nicht das Thema dieser Arbeit sein sollen,
werde ich auch beziiglich den Eigenschaften superkompakter Kardinalzahlen auf die Litera-
tur — insbesondere [Kan09] — verweisen. Wichtig sind nur folgende Begrifflichkeiten und
Fakten:

e Fiir eine messbare Kardinalzahl k gibt es einen x-vollstéandigen Ultrafilter {iber k.

e Uber solch einem Ultrafilter U konnen wir die Ultrapotenz Ult(V,U) und deren
transitiven Kollaps M bilden; die zugehorige elementare Einbettung 7 von V nach
M geben wir kurz als j : V < M an.

e Fiir solch ein Modell M gilt [M]* C M und & ist der kritische Punkt der zugehorigen
elementaren Einbettung j, d.h. die kleinste Kardinalzahl v so, dass j(y) > ~.

Das Ziel superkompakter Kardinalzahlen ist es, diese Eigenschaft auf griffere Kardinal-

zahlen auszuweiten:
Definition 4.1. Seien x < v Kardinalzahlen.

° [5_2-] k heiflt y-superkompakt, wenn es eine elementare Einbettung j : V < M gibt so,
dass k der kritische Punkt von j ist und j(x) > v und [M]Y C M gelten.

K heifit superkompakt, wenn k fiir jedes v > k immer y-superkompakt ist.

Wir bezeichnen mit SC das Axiom ,,Es existiert eine superkompakte Kardinalzahl®.

° @Sei k superkompakt. Eine Funktion f : kK — V heifit Laver-Funktion, wenn fiir jede
Menge = und jedes A > max(k, [tcl(z)]) ein Ultrafilter auf £ und eine entsprechende

elementare Einbettung jy , : V < M) , existiert so, dass (jr»(f))(r) = .

Wichtig ist fiir uns insbesondere, wie Laver in [Lav78] zeigt, dass eine solche Funktion
fiir jede superkompakte Kardinalzahl existiert. Diese Tatsache kénnen wir nun (analog zu
den klassischen Konsistenzbeweisen von Forcingaxiomen) ausnutzen. Hierfiir definieren wir

folgende Iteration:

Definition 4.2. Es gelte GCH+SC und f : k — V, sei eine Laver-Funktion auf der
superkompakten Kardinalzahl k. Wir definieren die countable support Iteration (P, Qg)ggﬁ

folgendermafien:

32[Kan09], S.298]
33 Laviy)
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Wenn f(£) = (Z, S) so, dass Z ein P¢-Name fiir ein P-Ideal Z auf einer iiberabzihlbaren
Ordinalzahl S ist so, dass S nicht in abzdhlbar viele Mengen auflerhalb von Z zerlegt

werden kann, aber jede kleinere Ordinalzahl schon, dann setze Qg als den P¢-Namen

fiir die entsprechende Forcingordnung Pz. Andernfalls setze Qg als den P¢-Namen fiir

die triviale Forcingordnung.

Diese Iteration hat nun folgende Eigenschaften:

Lemma 4.1. @

(a) Py figt keine neuen reellen Zahlen hinzu,

(b) Py hat die k-c.c. und erhdlt somit alle Kardinalzahlen > &,

(¢) Py kollabiert r auf wy P

(d) P, erhilt GCH.

Beweis. (a) Folgt aus [Satz 3.6/ und [Korollar 3.8|

(b)

()

K ist superkompakt und damit insbesondere stark unerreichbar, also regulidr und es
gilt p¢ <  fiir alle u < k. Die einzelnen Forcingordnungen Q; sind auBerdem Bilder

unserer Laver-Funktion f und liegen somit in V, haben also Méchtigkeit < . Mit

folgt, dass P, die k-c.c. hat.

Wir kénnen annehmen, dass fiir jedes v < & eine regulédre Kardinalzahl S > + und ein
Ideal Z auf S existiert, das im Iterationsverlauf von der Laver-Funktion f getroffen
wird. Entsprechend liefert ein generischer Filter eine Folge (zp,)i<x so, dass (nach
Aufbau der Ordnung Pz) jedes z,, abzihlbar ist, eine Enderweiterung von ), fiir
jedes j < i ist und (J,_, zp, konfinal in S liegt, wodurch S (und somit auch jedes
v < S) auf Méchtigkeit wy kollabiert wird.

Mit (a) und V |= GCH folgt V= = (2¥ = w;). Sei also § > & beliebig und
f € VP cin Name fiir eine Funktion f : # — 2. Entsprechend gibt es fiir jedes
a < 0 zwei Antiketten Ag, A; aus Bedingungen, die f(a) = 1 bzw. f(a) = 0
festlegen so, dass Ag U A; eine maximale Antikette ist (d.h. A; ist maximal in
{p ePe|pl (fla)= 2)}) Nach (b) gibt es nur |[k]<"| = & viele verschiedene
Antiketten, und somit nur x? < 0% = 6% viele (in der Auswertung) verschiedene
Namen fiir f, also V7= = (20 = 61).

Analog (mit k' = x und (c)) folgt V7r = (241 = wy).

Wir haben somit alle Mittel, um endlich unser beabsichtigtes Resultat zu zeigen:

34Vielen Dank an Christoph Bier fiir die Hilfe bei den folgenden Beweisen.
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Satz 4.2. |*°| Es gelte GCH+SC. Dann erzwingt (Pe, Qg)gg,{ die Giiltigkeit von GCH+ PID.

Beweis. Sei 7 ein (Px-Name fiir ein) beliebiges geeignetes P-Ideal auf einer iiberabzéhlbaren
Ordinalzahl S. Nach Vorraussetzung finden wir fiir eine hinreichend grofle (reguliire)
Kardinalzahl ) eine Einbettung j : V < M mit kritischem Punkt x, [M]* C M, j(k) > X
und (5(f))(x) = (Z, 5)-' '

Es gilt nun j((P¢, Qe)e<n) = (P, Qe)e<j(r) und wegen der Elementaritét von j und
nachdem x der kritische Punkt von j ist, ist (P, Qg) ¢<j(x) In M eine countable support
Iteration, die fiir alle Werte < k mit der urspriinglichen Iteration iibereinstimmt. Ent-
sprechend ist in M per Wahl der Einbettung Q, ein P.-Name fiir die Forcingordnung Pz
fiir das Ideal Z mit (j(f))(k) = (Z, S). Nach erzwingt O, somit die Existenz
einer iiberabzidhlbaren Menge T' innerhalb von Z. Man beachte nun, dass j als elementare
Einbettung problemlos zu einer elementaren Einbettung V7= — M7ix) erweiterbar ist.
Nachdem auBerdem [M]* C M gilt, ist i := j [ A € M und i bildet den Namen 7" auf einen
Namen 77 € MTi) ab so, dass in M7i mit 1" als Zeuge [Bedingung (1) der PID|fiir das
P-Ideal i(Z) erfiillt ist.

Nach Elementaritidt gilt also in VP+ die PID fiir jedes Z und somit folgt
V= = PID 4+ GCH. O

Wir haben also

Korollar 4.3. Con(ZFC+ SC) = Con(ZFC+ GCH+ PID)

35 [Tod00), 265]
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4.2 Die Properness Isomorphism Condition

Wie bereits erwéhnt kénnen wir die Konsistenz von PID,,, auch ohne grofie Kardinalzahlen
zeigen. Das Hauptproblem ist hierbei, dass bei der Iteration alle Kardinalzahlen erhalten
bleiben sollen. Im vorherigen Abschnitt haben wir dafiir die k-c.c. ausgenutzt; bei einer
entsprechend kleineren Iteration wird dies etwas aufwendiger. Gliicklicherweise hilft uns

dabei die Properness Isomorphism Condition (p.i.c.):
Definition 4.3. Y

e Sei P eine Forcingordnung und My, My < Hy abzihlbare isomorphe elementare
Unterstrukturen fiir hinreichend grofles 6, die P enthalten. Sei aulerdem h : My — M;
ein Isomorphismus, der auf My N M; die Identitédt darstellt und es gelte fiir eine feste

reguldre Kardinalzahl «:
Vae MoN M NkYB e (My\ M)Nk (a<p)

und
VB € (Mo \ Mi) Nk Yy € (M \ Mo) Nk (B <)

Eine Bedingung p € P heifit simultan My- und M;-generisch, wenn p sowohl M- als

auch Mj-generisch ist und

plEYre MgNP (re G hr) e @)

e Eine Forcingordnung P hat die x-Properness Isomorphism Condition (k-p.i.c.), wenn
fiir alle geeigneten Modelle My, M; (wie im vorherigen Punkt) und jedes p € MyNP
ein ¢ < p existiert, das simultan M- und M;-generisch ist (und somit auch ¢ < h(p)).

Das praktische an diesen Forcingordnungen ist, dass sie (fiir geeignete ) die k-c.c.

erfiillen:

Lemma 4.4. |Z| Sei k eine requlire Kardinalzahl mit p* < k fir alle p < k. Dann

impliziert die k-p.i.c. die k-c.c.

Beweis. Sei also P eine Forcingordnung, die die x-p.i.c. erfiillt. Wir kénnen sogar zeigen,
dass jede Folge (p;)i<x in P eine Teilmenge paarweise kompatibler Bedingungen der
Maéchtigkeit « enthélt. Dazu wahlen wir zu jedem ¢ < k eine abz#hlbare elementare
Unterstruktur M; < Hy (fiir hinreichend grofies \) mit p; € M;. Betrachte {M; Nk | i < K},

dann konnen wir wegen p“ < & fiir alle p < x den |A-System-Satz (Satz 1.4)|anwenden und

finden eine Teilmenge I C & so, dass {M; Nk | i € I} ein A-System ist. Fiir 4,5 € I mit
i < j erfiillen also M;, M; die Vorraussetzungen aus Wir kénnen aulerdem
0.B.d.A. annehmen, dass ein Isomorphismus h existiert mit h(p;) = p;. Dann gibt es nach

k-p.i.c. also ein ¢ < p;, p;, also ist die Folge (p;)i<x keine Antikette. O

36[Abr10l S.390f]
37[Abri0l S.391]
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Im Gegensatz zur k-c.c. alleine ldsst sich die x-p.i.c. jedoch auch bei Iterationen leicht
erhalten. Dafiir brauchen wir das entsprechende Extensionslemma, fiir dessen Beweis ich

wieder auf die angegebene Literatur verweise:

Lemma 4.5. (p.i.c.-Extension Lemma) Sei (Pg, Q¢)e<~ eine countable support Ite-
ration der Linge v < k von k-p.i.c. Forcingordnungen und My, M1 < Hy fiir hinreichend
grofies 0 wie in [Definition 4.3 Dann gilt fir jedes o € v N My und simultan My- und
M;-generische qo € Poy,:

Wenn fiir o € V70 gilt qo IF (Po € PyN M) und po [ Y0 € Go (wobei Gy der kanonische
Name fiir den generischen Filter iber P, ist), dann gibt es eine Bedingung q € Py so,

dass q | v0 = qo, q I+ (po € G) und q ist simultan My- und Mi-generisch.
Es folgt nun:

Satz 4.6. [’| Sei k eine regulire Kardinalzahl mit p* < r fir alle p < k. Ist (Pg, Qg)ggn
eine countable support Iteration von Forcingordnungen, die die k-p.i.c. erfillen, dann erfillt

die Iteration die k-c.c. und erhdlt somit alle Kardinalzahlen > k.

Beweis. Wie im vorherigen Beweis betrachten wir eine Folge von Bedingungen (p;)i<x
in P,. Nach Vorraussetzung ist x > we und P, eine countable support Iteration — Fiir
jede der Bedingungen p; hat also sup(i N dom(p;)) eine obere Schranke < k, 0.B.d.A.

mit iiberabzéhlbarer Konfinalitdt. Wir kénnen also das Pressing-Down-Lemma und den

|A-System-Satz (Satz 1.4)l anwenden und finden eine gemeinsame obere Schranke iy fiir eine

stationédre Teilmenge I C k so, dass (dom(p;));er ein A-System bildet. Entsprechend reicht
es zu zeigen, dass die Teiliteration P;, die x-c.c. hat. Aus folgt aber:

Ist (P, Qg)gg7 fiir ¥ < k eine countable support Iteration von x-p.i.c. Forcingordnungen,

dann erfiillt P, die x-p.i.c.
und somit folgt die Behauptung. O

Natiirlich ist jedes P-Ideal iiber wy eine Teilmenge von [w;]=“. Es gibt also unter GCH
héchstens [B([wi]=9)| = 2(@i) = 291 = y-viele P-Ideale iiber w;.

AuBlerdem gilt dank Kontinuumshypothese w{ = w; < we. Wenn wir also zeigen koénnen,
dass Pz fiir Ideale tiber w; die we-p.i.c. besitzt, konnen wir problemlos in einem Modell

von GCH {iber alle entsprechenden P-Ideale iterieren, dabei alle Kardinalzahlen erhalten

(da wy wegen D-Vollstéandigkeit ohnehin erhalten bleibt) und (analog zu [Lemma 4.1.(d)))

PID,, erzwingen ohne GCH zu zerstoren.

38 [Abri0, S.393]
39[Abr10} S.391f]
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Satz 4.7. @ Sei I ein Ideal iiber wy. Dann hat Pz die wy-p.i.c.

Beweis. Seien also Modelle My, M; wie in [Definition 4.3| (fiir kK = wy) und py € My N Pz

gegeben. Wir werden wieder das Konstruktionsverfahren aus dem [Beweis von Satz 2.3

verwenden, um das gesuchte simultan M- und M;-generische Element ¢ zu finden.

Diesmal miissen wir bei der Konstruktion von p,,+1 aus einem bereits gegebenen p,,
nicht nur die konfinalen Mengen X € X}, fiir i < m beachten, sondern auch deren Bilder
h(X) unter dem Isomorphismus h : My — M. Sei also so ein X gegeben. Mit p,, < p; gilt
natiirlich auch h(pn,) < h(p;) und nach Vorraussetzung ist nun Z ein P-Ideal iiber w; < ws
— nach Isomorphie muss nun My Nw; = M; Nw; gelten und nach ist damit h
die Identitat auf Z N My, also Th(p;,) = Tp; fir alle 1 < m.

Entsprechend ist also auch die Menge X1 = {A € h(X) | xp,, \ zp, C z4} konfinal in
[Z]“ und es gibt (genau wie vorher) eine (zweite) endliche Menge ¢/ C My Nw; so, dass
auch Xo = {A € X | zpnz € 24 U ¢} konfinal ist (wobei I C* zpzz fiir alle I € 7). Die
Konstruktion der Folge (py,)new, kann nun mit beiden endlichen Mengen genau wie bei
durchgefﬁhrt werden. SchlieBlich definieren wir 2, = (J,,¢,, p, und Xy = ,,c,,(VnUZn),
wobei

Vo=, U{A e X |24\ 2p, C2a} [ X € X}

und
Zp = hlX,,JU{{A e MX) |xg\zp, C2a} | X €A, }.

q ist nun per Konstruktion eine My- und M;-generische Bedingung, die sowohl jedes p; also
auch deren Bilder h(p;) erweitert. Entsprechend erzwingt ¢, dass G N My von der Folge
(Pn)new erzeugt wird und G N M; von der Folge (h(pn))new; ¢ ist also simultan My- und
M -generisch. O

Wir kénnen also somit auch folgern:

Korollar 4.8. Con(ZFC) = Con(ZFC+ GCH + PID,,,)

40ITod00, S.264]
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5 Anhang

5.1 Tabelle der verwendeten Notationen

M <N
PID
GCH

PFA
PID,,

ZF~ bzw. ZFC™
tel(a)
Hy

SC
Geny(M,P)

cf (k) baw. cf([X]*)

MEe
plEp @

MP

PxQ
M|G]

Qe

Die Potenzmenge von X.

A\ B ist endlich (,A ist Teilmenge von B modulo endlichem
Rest®).

Der Ordnungstyp der Menge A beziiglich einer aus dem Kontext
ersichtlichen Wohlordnung.

[A PO | [A] = k)

{A € B(X) | |A] < k} (Analog fiir [X]=F).

Die Menge aller geordneten k-Tupel iiber X (Aquivalent: Die
Menge aller Funktionen x — X).

Der Kardinalzahlnachfolger der Kardinalzahl .

Fir eine Funktion f : X — Y und A C X die Menge
{f(x) | = € A}.

M ist eine elementare Unterstruktur von .

Die P-Ideal-Dichotomie (siehe .

Die verallgemeinerte Kontinuumshypothese (Fiir alle Kardinal-
zahlen r gilt 2% = k).

Das Proper Forcing Axiom (siehe .

Die P-lIdeal-Dichotomie eingeschrinkt auf Grundmengen der
Miéchtigkeit w;.

ZF bzw. ZFC jeweils ohne das Potenzmengenaxiom.

Die transitive Hiille von a.

Die Menge aller Mengen, deren transitive Hiille Méachtigkeit < k
hat.

Das Axiom ,,Es existiert eine superkompakte Kardinalzahl®.
Die Menge aller M-generischen Filter iiber einer Forcingordnung
P, die p enthalten.

die Konfinalit#it der Kardinalzahl x bzw. der Menge [X]* beziiglich
C.

in M gilt die Formel ¢.

Das Element p der Forcingordnung P erzwingt die Giiltigkeit der
Formel ¢ in jeder entsprechenden Erweiterung (Forcingrelation).
Die Menge aller P-Namen in M (bzw. eine unspezifische Forcin-
gerweiterung von M iiber P.)

Ein (bzw. der kanonische) Name fiir die/eine Menge a.

Die Zweischritt-Iteration von P und Q e V7P,

Die konkrete Forcingerweiterung des Modells M unter dem Filter
G.

Die Auswertung des Namens ¢ € V¥ unter dem Filter G.

die a-te Stufe in der Von-Neumann-Hierarchie.

Tabelle 1: Verwendete Notationen
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