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Einleitung

Begriff der Stetigkeit, metrische Raume (X, d)
Literatur: Armstrong “Basic Topology”, Schubert, etc.
Ziele:

1. Allgemeine Definition von Objekten (“Topologische Rdume”) in denen der Begriff
der stetigen Funktionen wohldefiniert ist.
Unter welchen Bedingungen gelten welche topologischen Eigenschaften analog zum
R™ (Mengentheoretische Topologie)
Boto v. Querenburg: Mengentheoretische Topologie

2. Klassifikation von geometrischen Objekten, z.B. zweidimensionale Flichen im R?,
bis auf Homdomorphie (eine in beide Richtungen stetige Bijektion)
Zentraler Ansatz zur Unterscheidung von Objekten: Topologische Invarianten (z.B.
ganze Zahlen, Gruppen...— algebraische Objekte, “Lochzahl” von Flichen)
“Algebraische Topologie”
Ist ein geometrisches Objekt bis auf Homoéomorphie durch gewisse Invarianten
vollstédndig charakterisiert? (kann schwierig sein, erfodert Methoden der Analysis).
Beispiele: Riemannsche Abbildungssatz, Poincarévermutung

1 Topologische Raume

Definition 1.1 Sei X eine Menge. Ein System 7 C 2% heit Topologie auf X, wenn
gilt:

1. 0,XeT
2.0,VeT=UnNnVeT
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3. (UZ‘)CT,i€[:> UUZGT
i€l
Die Elemente von 7 nennen wir offene Mengen (Die Offenen Mengen des R™ bilden eine
Topologie)
Das Paar (X, 7)) heifit Topologischer Raum

Beispiel 1.1 Sei (X, d) ein metrischer Raum und B,(z) = {y € X : d(z,y) < p}
Sei T C 2% das System aller U C X mit der Eigenschaft: Yz € U3p > 0 : B,(z) € U.
Dann ist 7 eine Topologie auf X, die durch die Metrik d induzierte Topologie.

Beweis:) € T, X € TV
Uy, Uy € T =V eU NUx3p1,p2: Bpl(a:) - Ul,BpQ(QT) Cc Uy
Wahle p := min{p1, p2} = By(x) C U N U2V
re |J U, U offen = By, (x) C U; = By, (x) C U U’
icU

Beispiel 1.2 Auf jeder Menge X hat man folgende Topologien:

e Diskrete Topologie: T = 2%

e triviale/indiskrete Topologie: T = {0, X'}

Definition 1.2 Sei (X, 7)) topologischer Raum. Eine Menge A C X heifit abgeschlossen,
wenn X \ AeT

Bemerkung: (), X sind sowohl offen als auch abgeschlossen
Aj, As abgeschlossen = A U Ay abgeschlossen
A; abgeschlossen, i € I = [ A; abgeschlossen

el
Satz 1.1 Sei X topologischer Raum'. Fiir M C X sind #quivalent:
1. M ist offen
2. Vo € M3V offen, mit x e VC M

Beweis: 1—2: Wahle V = MV
2—1: Flr x € M gibt es nach Vorr. V,, offen mit x € V, C M

M= | V, offen v
zeM

LT wird oft nicht erwahnt
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Definition 1.3(Inneres, Abschluss, Rand) Sei X topologischer Raum, M C X

1. # € X heifit Berithrpunkt von M, wenn gilt: M NV AWV e T,z €V
Die Menge der Beriihrpunkte heifit Abschluss M von M

2. z € X heifit innerer Punkt von M, falls 3V € T,z € V C M.
Die Menge aller inneren Punkte heifit Inneres int M

3. OM := M\intM heifit Rand von M, Elemente heiflen Randpunkte

Beispiel: intQ =0, Q =R, 0Q =R
Allgemein: intM ¢ M ¢ M

Lemma 1.1 Es gelten folgende Aussagen:
1. X\ X = X\intM
2. int(X \ M) =X\M
3. intU = UVU € T, A = AVA abgeschlossen
4. OM =M N X\ M

Beweis:

lL.zeX\M& (X\M)NVAWNT DOV
< V nicht Teilmenge von MVT DV > ¢
& x ¢intM <z e X\intMv

2.z €t X\ M) IVeT:zeVCX\M
sr¢Mesre X\ MV

3. intU = U trivial (wihle V = U in Def. 1.3(2))
X \7Z =int(X \ A) = X \ A (weil offen)

Satz 1.2 Sei X topologischer Raum, M C X. Dann gilt:

1. int M ist offen und es gilt: U offen, U C M = U CintM
(intM ist die grifite offene Teilmenge von M, intM = U U)
U offen,UCM
2. M ist abgeschlossen und es gilt: A abgeschlossen, M C A= M C A

(M ist die kleinste abgeschlossene Obermenge von M, M = N A)
A abgeschlossen,ADM
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3. OM ist abgeschlossen

Beweis:

1. Wir benutzen die Charakterisierung aus Satz 1.1:
Sei z €intM = V offen: x € VC M
VyeV:yeV C M,V offen
=y €intM bzw. V CintM
=intM offen nach Satz 1.1
Sei nun U offen, U C M. Fir z € U folgt x € U C M, also xz €intM
nach Def.
= U CintM

2. Es gilt: X \ M =int(X \ M) (Lemma 1.1(2)) ist offen, also M abge-
schlossen.
Sei A abgeschlossen, M C A= X\AC X\ M
Nach (1) = X \AcCint(X \M)=X\M =M C A

3. OM = M\intM = M N (X \intM) ist abgeschlossen (nach Bemerkung
Def.1.2.)

O

System von offenen Mengen kann grof} sein. Frage nach Teilsystemen:

Definition 1.4 Sei (X, 7) topologischer Raum.

1. Ein System B von offenen Mengen heifit Basis der Topologie, wenn jedes U € T
als Vereinigung von Mengen in B geschrieben werden kann.

2. Ein System B von offenen Mengen heifit Umgebungsbasis von x € X, wenn
e xcVVVeRB
e VU offen, x e U3V e B:x eV CU

Bemerkung: Man nennt eine beliebige Menge M C X Umgebung von x € X, wenn
JU offen mit c €e U C M

1
k

Beispiel 1.3 In einem metrischen Raum (X, d) ist B = {B
Umgebungsbasis von x € X

(x),k € N} eine abzéhlbare

Beispiel 1.4 In R” bilden die Kugeln B = {B% (¢9),q € Q" k € N} eine abzahlbare
Basis der Topologie. Denn sei U C R"™ offen und x € U. Dann gibt es k; € N mit
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B 1 (x) C U. Fir g, € Q" mit ¢, hinreichend nahe an z folgt dann auch B L (gz) U

Aligemeiner Gibt es in einem metrischen Raum (X, d) eine abzdhlbare dichte Teilmen-
ge, so gibt es auch eine abzahlbare Umgebungsbasis

Definition 1.5 M C X heifit dicht in X, falls M = X

Definition 1.6(Abzahlbarkeitseigenschaften) Sei (X, 7) topologischer Raum
1. X heift separabel, wenn es eine abzéhlbare, dichte Teilmenge M C X gibt

2. X erfiillt das erste Abzdhlbarkeitsaxiom, wenn Vo € X3 abzdhlbare Umgebungs-
basis

3. X erfiillt das zweite Abzahlbarkeitsaxiom, wenn T eine abzéhlbare Basis hat.

Bemerkung 2. Abziahlbarkeitsaxiom=>1. Abzédhlbarkeitsaxiom, Separabilitét

Beweis: Sei U;,i € N abzahlbare Basis der Topologie
Wihle x; € U;. Vi € N, setze M = {z; | i € N}
Angenommen nicht dicht: X \ M # ) offen
JieN:U; C X\ M = x; € X \ M widerspruch.

Sei z € X. Setze B, = {U; | x € U;}

Nach Vorraussetzung U = ) U;VU offen.
U,cU
Ist x € U, so gibt es ein ¢ € N mit x € U; C U = B, Umgebungsbasis von z

g

Satz 1.3 Sei X eine Menge und B C 2% ein nichtleeres System von Teilmengen mit
1. Vi,VoeB=ViNnlV,eB

2. UVv=x
vVeB

Dann gibt es genau eine Topologie auf X, so dass B eine Basis ist.
Findeutigkeit: Es muss gelten U € T < | V;
el
Vi Ubungsaufgabe
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2 Stetige Abbildungen, Konstruktion von topologischen
Raumen

Definition 2.1 Eine Abbildung f : X — Y zwischen topologischen Raumen heifit
stetiges f~1(V) offen fiir alle offenen V C Y

Beispiel 2.1 Seien (X, d), (Y, d) metrische Rdume. Fiir f : X — Y sind dquivalent:
1. f7Y(V) offen fiir alle V C Y offen
2. Zu jedem xg € X,e > 0 gibt es ein 6 > 0 mit d(z,x0) < d = d(f(x), f(z0)) <€

Beweis:1 = 2: Sei zp € X,e > 0 und yo = f(x0)

= f~H(Be(yo)) offen, zo € f~(B:(y0))

= 30 > 0 mit Bs(zo) C f~H(B:(vo))

= f(Bs(z0)) C Be(yo)

2 = 1: Wir wollen Satz 1.1 benutzen

Sei V C Y offen. Zu z € f~1(V) wihle ¢ > 0 mit B.(f(x)) C Y (offen)
Es gibt 6 > 0 mit f(Bs(x)) C Bc(f(x))

Bs(x) C f~Y(Bc(f(x))) € f~Y(V) = f~YV) offen nach Satz 1.1

g

Satz 2.1(Charakterisierungen der Stetigkeit) Fiir f: X — Y sind dquivalent:
1. f stetig
. f71(V) offen YV in der Basis der Topologie von Y

. f(A) C f(A) fiir alle A C X

2
3
4. f~Y(B) C f7YB) fiir alle BC Y

5. f~1(C) abgeschlossen fiir alle C' C Y abgeschlossen
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Beweis:

1 = 2 :trivial (betrachte Basismengen offen nach Def.)
2=3:Seiz€ Aund V C Y offen mit f(x) € V.
Z: f(ANV £0D
Wir konnen oBdA V' € B annehmen
= V) offen und x € f~1(V)
z€A= AN fHV) # 0 (def. Abschluss)
= f(A)NV #0= f(z) € f(4)
3 = 4 :Verwende 3 mit A = f~1(B)
f(H(B) c f(f7Y(B) c B
4 = 5 :Fiir C' abgeschlossen ist C' = C, also
J7HC) € f7HO) bzw. f7H(0) = f71(C)
5=1:71(V)=X\ 1Y \V),(Y\V) ist abgeschlossen
= offen

O

Satz 2.2(Komposition stetiger Abbildungen) Seien X, Y, Z topologische Rdume und
f: X =Y, g:Y — Z stetig
= go f: X — Z stetig

Beweis:Sei W C Z offen, dann (go f)~Y(W) = f~Y(g=1(W)) offen.

g

Definition 2.2 Sei (X, 7)) topologischer Raum und A C X, dann heift Ty = {UNA |U € T}
die Teilraum-Topologie oder Relativtopologie auf A

D=0NAecTx
A=XNAeTy
Seien V1, Vs € Ty, also V; = U;NAmit U; € T = VNV, = (UlﬁUg)ﬂA €Ta

Seien V; € Ty firi € I,alsoV; =U,NAfwr U; € T = |V, = <U>ﬁA€7}\
i€l i€l

Bemerkung Sei f: X — A C Y, dann gilt fiir U C Y offen, f~H(U) = f~1(U N A):
f:X — (Y, T) stetig & f~1(U) offen VU C Y offen
f:X = (A, Ta) stetig & f~1(U N A) offen YU C Y offen
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Beispiel 2.2 Betrachte C = R? mit euklidischem Abstand, S'! ={z€ C||z| =1}
f:[0,2m) — S, f(t) = €'t

f:[0,27) — C stetig (sogar Lipschitz) = f:[0,27) — S! stetig (Bemerkung) bzgl. der
Teilraum-Topologie auf S*

f bijektiv, aber f=1: St — [0, 27) nicht stetig

[0, 7) ist offen in [0, 27) (weil [0,7) = (—o0,7) N[0, 27) )

aber (f~1)7([0,7)) = f([0,7)) = {e" |0 <t <7} = C ist nicht offen in 5!

Wire C offen in S' = 3U C C offen mit C = U N Sy, insbesondere 1 € U, so dass ein
£ > 0 existiert mit B.(1) C U = B.(1) N S' ¢ C = Widerspruch

Definition 2.3 Eine Bijektion f : X — Y zwischen topologischen Réumen heifit
Homdomorphismus, falls offen und f und f~! beide stetig sind
f heiBt offen, wenn f(U) offen YU C X offen

Begriffsbildung Seien 77, 75 Topologien auf X, dann heifit 77 feiner als Ty (T2 gréber
als 71) wenn Ty C T;

Satz 2.3 Sei X topologischer Raum und A C X

1. Die Teilraum-Topologie ist die gréfite Topologie auf A, so dass die Inklusion i4 :
A — X stetig ist

2. Ist f: X = Y stetig soist f |a: A — Y stetig bzgl. der Teilraum-Topologie auf A

Beweis:
1. Sei V C X offen. Es gilt: i ;" (V) =V N A.
e i, ist stetig bzgl der Teilraum-Topologie, denn VN A € Ty

e Sei T eine Topologie auf A, so dass iy stetig ist, dann VN A € T,
also T feiner als T4

2. Sei V C Y offen: (f [4)7 (V) =f"1(V)NAETas= f|a stetig

Bemerkung Aus f |4 stetig folgt nicht f stetig auf A

0 <0
,A=10
1 >0 {0}

f |4 trivial stetig, aber f nicht stetig in A

f R=R, f(x) =
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k
Satz 2.4 Sei X topologischer Raum und X = |J A; mit A; abgeschlossen, dann ist
i=1
f: X =Y stetig gdw f |4, stetig ist Vi =1,....,k
Beweis:
= siehe oben

k
< Sei B C Y abgeschlossen, dann gilt: f~*(B) = |J A;Nf~1(B)
i=1

C=

(f ’Ai

i=1
k
)~H(B) (mit A; = |J C; N A; abgeschlossen)

=1
Eine Menge M C A; ist abgeschlossen bzgl der Teilraum-Topologie, wenn
es C; C X abgeschlossen gibt mit M = C; N A; (Folgt durch Ubergang zu
Komplementen aus der Definition von Teilraum-Topologie)

g

Definition 2.4(Produkttopologie) Sei (X;,7;) eine Familie topologischer Raume,
X ={(zi)ier |z € Xi} = [[ Xi

iel
U=TLU;: U; offen 1n X; ' ' o
il U; = X; fur alle bis auf endlich viele ¢ €

Diese Mengen U bilden die Basis der Produkttopologie
X heiBt topologisches Produkt der X;

Beispiel 2.3 R"=R x ... xR

Basismengen sind von der Form U; X ... x U, mit U; offen. Umgekehrt: Basismengen
aus der euklidischen Topologie sind Bélle B, (x), B,(x) offen bzgl Produkttopologie =
Topologie auf R™ ist die Produkttopologie

Satz 2.5 Sei X = [] X; mit Produkttopologie
iel

1. Die Projektionsabbildungen 7; : X — X sind stetig und offen
2. Die Produkttopologie ist die grobste Topologie bzgl der alle 7; stetig sind

Beweis:

1. Sei V C Xj offen.
7rj_1(X) = {(zi)ier | xj € V,x; € X; sonst} ist Basismenge, also offen.
Ist © C X offen, so ist {2 Vereinigung von Basismengen = m;(£2) ist

Vereinigung der Komponentenmengen, also offen in X; = 7; ist offen

2. Sei T Topologie auf X = [] Xj;, so dass alle 7; stetig sind.
el
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= 7rj_1(X) = {(zi)ier | xj € Vj,; € X; sonst} offen

Da Basismengen endliche Durchschnitte solcher Mengen sind, sind alle
Basismengen in T

= T enthélt Produkttopologie

Beispiel 2.4
e X x [0,1], X topologischer Raum (Zylinder iiber X)

o S! x S' Torus
Bemerkung Die Basis einer Topologie ist in der Topologie enthalten (well, duh...)

Definition 2.5(Quotiententopologie) Sei ~ Aquivalenzrelation auf topologischem Raum
X und p: X — X/ ~ die kanonische Projektion.
V C X/ ~ ist offen < p~1(V) C X offen.

Satz 2.6 Die Quotiententopologie ist die feinste Topologie auf X/ ~ bzgl. der die
Projektion stetig ist.

Beweis:

e Eigenschaften der Topologie:
p~1(0) = 0 offen in X
p X/ ~) = X offen
Vi N Vs offen = p~1 (V4 N Ve) = p~1 (V1) Np~1(12) offen
V; offen = p~1 (U Vi) = U p 1(Vi) offen
= icl
p stetig nach definition.
e Sei T Topologie auf X/ ~, so dass p stetig ist.
Fiir U € T folgt p~(U) offen in X, also U offen bzgl Quotiententopo-
logie

0

Bemerkung [ stetig < f o p stetig, denn fiir V C Y: f~1(V) offen <+ p~1(f~1(V))

offen in X
X————fip———>Y
N A
X/ ~
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Beispiel 2.5 Betrachte auf R die Aquivalenzrelation z ~ y < & —y € 277
Wir zeigen: R/ ~ ist homdomorph zu §' = {z € R? : |z| = 1}

R / gt f(t) = €'t stetig
7

x ~ “f
R/ ~
f bijektiv, stetig (Bemerkung)
%, {1 stetig, dazu zeigen wir: C C R/ ~ abgeschlossen = f(C) abgeschlossen

Ist U C R ~ offen, so folgt mit C' = (R/ ~)\U: f(U) = f(R/ ~)\C) = f(R/ ~)\f(C)
—g1

offen.

Die Menge p~!(C) ist abgeschlossen in R = p~1(C) N[0, 27] kompakte Teilmenge von R
= f(C) = f(p~HC) N [0,2n]) C R? kompakt.

rcp 1 (C)=plx)cC

f(z) = f(p(x)) € f(C) = f(C) abgeschlossen in R?, also abgeschlossen in S’

Beispiel 2.6 Sei K = R, C, Betrachte auf K*!\ {0} die Aquivalenzrelation
r~ysSIAeKmity= A

Der Quotient K"*1\ {0} / ~=: KP™ heifit n-dimensionaler projektiver Raum iiber K.
Elemente sind die eindimensionalen Unterrdume von K"\ {0} (Geraden).

r~yS T ==+ n_ Cstelign, i bijektiv, stetig nach Bemerkun
y y S \ {0} jektiv, stetig g
. J/ stetig l .
stetig p stetig

S/ {£1} - 7~ ~RPT
f homoomorph? .
Sei U C S"/+1 offen, also U = 7~T_1(U) offen in S"
Es gilt: f(U) = (fom)(U) =p(U) C RP™
p L (p(0)) = {)\x,x ceU,NeR\ {O}} (Kegel iiber U)
Es reicht zu zeigen: Nﬁ offen = Kegel iiber U ist offen. o
Sei y = Az mit x € U, A € R\ {0}. Wahle € > 0 mit B.(z)NS™ C U (U ist offen in S™).
Fir |z —y| < p:

lyl 2 lyl ’ 1 < ly| ) 1
Oy T S o ligr oy S ol el fgE =2 ) = Uz —ul + Hlyl =1zl
2] A =] | |z] |z| || |z|
~——
esn
1
§i|z—y|§5fﬁrp:f)\5
|z| 2
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:>7

e U fiir |z —y| <p

> w

X

Il
s

=z = %f € Kegel iiber U, also ist der Kegel offen.
Analog fiir K = C. S? operiert auf $?"+1 c C**1\ {0}
g+l —=—> "1\ {0}
Trl \ lp
2n+1 n_ _ _ o n
sl Lghy ; CcP

zawe S showew=Azmit A € S' & w=e%zmit p e R
RP™ homGomorph zu S™?

3 Zusammenhang

Definition 3.1 Ein topologischer Raum X heifit zusammenhdngend gdw gilt:
M # () offen und abgeschlossen = M = X
Aquivalent: X = U UV mit U,V offen und disjunkt = U = () oder V = ()

Satz 3.1 X ist genau dann zusammenhangend, wenn folgende Implikation gilt:
f: X = Y stetig bzgl. diskrete Topologie auf Y = f ist konstant

Beweis:=: Sei f: X — Y stetig bzgl diskreter Topologie auf Y
Sei yo = f(x0) fiir zg € X. Da {yo} offen ist f~1({yo}) offen, nicht leer und
abgeschlossen:

X\ {wod) = 1Y\ {wo}) ist offen = [~ ({yo}) = X

<: Sei M # () offen undoggjgeschlossen in X
1 zeM
0 sonst
f1{1}) = M offen, f~1({0}) = X \ M offen = f stetig bzgl diskreter
Topologie auf {0, 1}
= nach Vorraussetzung f ist konstant, da M # () folgt M = X

Definiere f: X — {0,1} durch f(z) =

g

Satz 3.2 Die zusammenhéngenden Teilmengen von R sind genau die Intervalle.

Bemerkung Eine Menge M C R ist genau dann ein Intervall, wenn mit ¢ = inf M und
b=supMgilt: a<c<b=>ceM
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Beweis Satz 3.2:=: Sei ) # M C R zusammenhingend, a = inf M, b =
sup M

Angenommen Ja < ¢ < b mit ¢ ¢ M. Betrachte: M N (—o0, ¢) ist nicht leer,
offen in M (Teilraumtopologie)

aber da ¢ ¢ M: M N (—o0,c) = M N (—o0, c] abgeschlossen

aber M zusammenhéngend = M N (—oo,c) = M, Widerspruch zu ¢ < b

«: Sei I Intervall mit Grenzen a < b (0BdA a < b)

Sei M C I nicht leer, offen und abgeschlossen in I. ZZM =1

Setze 8 = sup M € (a,b]. Es gilt 8 ¢ I, denn sonst (8 —e,8] C I\ M fir
€ > 0 hinreichend klein.

I\M offenin I = U CRoffen, I\M=UNI=IN(B—-5,5+6) CI\M.
Angenommen 8 < b, dann 8 € M (sonst § € I \ M = Widerspruch)

M offen in I = [B,8+¢) C M fir € > 0 geeignet = widerspruch zu
B =sup M

= pB=bundim Fallbe [ gilt 5 € M

Analog fiir o, also M = 1.

g

Beweis Korrektur:Sei I Intervall mit Grenzen a < b, M C I offen, abge-
schlossen in I nicht leer

Da M und I\ M offen in I gilt:

reEM= (r—c,x+e)NI C M fir £ > 0 klein

zxelI\M= (x—¢e,x+e)NI CI\M fire >0 klein

Fall 1: 329 € M N (a,b)

B =sup{zr € M : [xg,z) C M} € (a,b]

Angenommen g € I\ M, dann (8 —¢,5] C I\ M fir € > 0 klein

= 4 zu def.

Angenommen 5 < b= € M (s.0.) also [3,8+¢) C M fireine >0

= 4 zu def. 8

Also f=bund be M fallsbe [

Analog fiir o = inf{z € M : (z,29] C M} € [a,b) = a = a und a € M falls
acl

Fall 2: M N (a,b) =0. z.B. gilt dann b€ M = (b—e,bjNI C M
=a=bM=1={b}

O

Satz 3.3 Sei f : X — Y stetig und X zusammenhéingend, so ist Y D f(X) zusam-
menhéangend.

Beweis: Sei zunachst f surjektiv. Sei M C Y nicht leer, offen und abgeschlos-

sen
= f~Y(M) nicht leer, offen und abgeschlossen = f~1(M) = X = Y =
f(X)=M
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Mitschrift Topologie Zusammenhang

Sei f: X — f(X) C Y nicht notwendig surjektiv auf Y, stetig bzgl Teil-
raumtopologie auf f(X) = surjektiv auf f(X) per definition = f(X) zu-
sammenhangend bzgl Teilraumtopologie

0

Bemerkung Zusammenhang ist eine Homéomorphieinvariante

Satz 3.4 Ist X topologischer Raum, Z C X zusammenhingend und Z C Y C Z, dann

ist Y zusammenhangend.

Spezialfall Z zusammenhingend

Beweis:Schritt 1: Z C X dicht, zusammenhéngend = X zusammenhangend

Sei M C X nicht leer, offen, abgeschlossen. Ware M N Z = () so folgt Z C

X\ M,also X =7 C X\ M (da X\ M abgeschlossen), Widerspruch zu

M #0

M N Z nicht leer, offen und abgeschlossen bzgl Relativtopologie auf Z =

MNZ=Zbww. ZCM

=X=ZCM=M,alsoM =X

Schritt 2: Wende an auf Z C Y

Beachte Z' = N AﬁY-( N A)ﬂY—
A abgeschl. in X,ADZ A abgeschl. in X,ADZ

ZNnYy =Y

= Z C Y dicht, Z zusammenhangend Sehrift 1y, zusammenhangend

g

Satz 3.5 Sei X = |J X; mit X; N X; # 0. Sind die X; zusammenhéngend, so auch X

i€l
Beweis:Sei M C X nicht leer, offen und abgeschlossen
= M N X; ist offen und abgeschlossen in X;
= M N X; ist entweder leer oder X; C M
Da M # () gibt es ein ip mit X;, C M
Angenommen X;NM = firenie [ = X; C X\ M =X\M
= X;NX;, C(X\M)NM =) = Widerspruch
=X, CMfiralleielI=M=X

O

Satz 3.6 Seien X, Y zusammenhéngende topologische Raume = X xY zusammenhangend
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Beweis:Vx € X ist {z} x Y hombomorph zu Y
72 [z} xyv: {7} X Y — Y bijektiv, stetig.

UUixi/g)ﬂ({x}ﬂY):{x}x U v

il {ilz€U;}

Offene Menge in {z}xY
= T2 |{z}xy offen. Also {z} x Y und X x {y} sind zusammenhéingend
= Z(z,y) ={z} x Y UX x {y} ist zusammenhéngend (z € X, y € Y)
Beachte (z,y) € {x} NY und X x {y}

XxY= J Z(x,y). Beachte Z(z1,y1) N Z(x2,92) # 0
zeX,yeY

Z(z1,y2)
Nach Satz 3.5: X X Y zusammenhéngend

Satz 3.7 Sei X topologischer Raum

(1) Jedes z € X liegt in genau einer maximalen zusammenhéngenden Menge C'(x) =Komponente
von &

(2) C(xz) ist abgeschlossen und C'(z) = C(y) vV C(z)NC(y) =0
Also X disjunkte Vereinigung der Komponenten

Beweis: (1) Setze C(x) = U C ist zusammenhéngend nach 3.5,

zeC
C zusammenhéngend

nach Def. maximal

Sind C4,C5 zusammenhéngend maximal mit x € C; N Cy so folgt C7 =
Cy U Cy = Oy (weil maximal, zus. nach 3.5.)

(2) Nach 3.4 ist C(z) zusammenhéngend, also C(z) = C(x) abgeschlossen
(weil maximal)

g

Beispiel 3.1 X zusammenhéngend = C(z) = XVzr € X
X=QcCR=C(z) ={x}Vz € Q - verwende, dass Q N (—o0, &) offen, abgeschlossen in

Q fiir £ € R\ Q
X =R\ {0} = C(1) = (0,00) und C(—1) = (—00,0)

v :[0,1] — X stetig heiit Weg in X, v(0),v(1) Endpunkte von ~.
Gibt es zu z,y € X einen Weg v mit Endpunkten z,y so heiflen x,y verbindbar
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Definition 3.2 Ein topologischer Raum X heifit wegzusammenhdngend, falls je zwei
Punkte x,y € X stets verbindbar sind.

Bemerkung f: X — Y stetigund v : [0,1] — X mit Endpunkten xg, x1, so ist fo~y ein
Weg mit Endpunkten f(Xg), f(x1). Insbesondere: X wegzusammenhéngend, f surjektiv
=Y ist wegzusammenhangend.

= Wegzusammenhéangend ist auch Homéomorphieinvariante.

Satz 3.8 X wegzusammenhéngend = X zusammenhéngend

Beweis:Sei M C X offen, abgeschlossen und zg € M.

Zuz € X wihle v : [0,1] — X von g nach x. y~1(M) ist offen, abgeschlossen
in [0,1] und 0 € y~1(M)

Da [0, 1] zusammenhingend nach 3.2 folgt g~!(M) = [0, 1], also insbesondere
r=~v1)e M= M=X.

0

Beispiel 3.2 Umkehrung X = {(z,sin (1) | z > 0}, X; = {0} x [-1,1]
X = XoU X;. Behauptung: X C R? ist zusammenhiingend, aber nicht wegzusam-
menhangend.

Beweis: X zusammenhéngend: X ist zusammenhéngend (da wegzusammenhéngend,
Bild von (0,00) unter stetiger Abbildung z — (z,sin (2)))

Satz 3.4 = Xy zusammenhéangend. Es gilt: Xg = XgU X; = X

Zu y € [—1,1] gibt es eine Folge &, — oo mit sin(&) =y

Es folgt sin <ﬁ) =y mit z, = é N\ 0, bzw. (zp,sin ( L )) — (0,y) = X ist

Ty
zusammenhangend
X nicht wegzusammenhéngend: Sei 7 : [0,1) — X mit v(0) = (£,0),~(1) =
(0,0)

Sei 7 > 0 mit 4! > 0 auf [0,7),7*(7) = 0. Nach Zwischenwertsatz gibt es
Tki € [0,7) fir k € N mit
V() = e = ) =1
R T4 2%kr b

1

2 —
T => 7 (1, ) =—1
5% 4 9kn 7(7)

() =

Es gilt 7,7, 7, — 7 mit k — oo (sonst z.B. v}(r;}) > ¢ > 0 fiir Teilfolge)
= ~2 nicht stetig bei 74
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Bemerkung = ~ y < z,y verbindbar ist Aquivalenzrelation:
Reflexiv, symmetrisch trivial. transitiv:

2t 0

a(0) = z,a(l) = B(0) =y, B(1) = 2, betrachte § * a(t) = {a( ) 1

2

B2t — 1)

= X zerfillt in Aquivalenzklassen, den Wegkomponenten von X
Beispiel 3.2: Xy, X1 Wegkomponenten von X

Satz 3.9 Fiir Q@ C R” offen sind dquivalent:
1. Q ist zusammenhéngend

2. Q ist wegzusammenhangend

Beweis:#71 = 2 :

Wihle zg € Q2 und definiere M C  als die Punkte, die zu xy verbindbar
sind.

xo € M, M offen in Q: Sei z € M, > 0 mit B.(X) C Q
y € Be(z) ist mit x verbindbar: v[0,1] — B:(x),v(t) =
z o~y

xo~x = x0~Y,also Bo(x) C M

M abgeschlossen in Q: Sei z € Q\ M, B.(z) C Q2
Angenommen Jy € B.(z) N M, also xy ~ y. Aber y ~ z, also xg ~ 4
= B.(z) € Q\ M = M abgeschlossen.

Es folgt M = Q = [x¢]

(1 —t)x + ty, also

4 Konvergenz und Trennung

Definition 4.1 Sei X topologischer Raum. Eine Folge (xj) in X konvergiert gegen ein
x € X, falls es zu jeder offenen Umgebung U von x ein ky € N gibt mit x; € U fir
k> ko
Notation: x = lim xj oder zp — = mit k — oo

k—o00

Definition 4.2 2 € X heifit Haufungspunkt der Folge (xy), wenn die Menge {k € N |z, € U}
nicht endlich ist fiir jede Umgebung U von x

Beispiel 4.1

1. xp — = = Héufungspunkt von (zy)
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Mitschrift Topologie Konvergenz und Trennung

2. triviale Topologie T = {0, X} = Jede Folge konvergiert gegen jedes x € X
= i.A. der Grenzwert nicht eindeutig bestimmt!

3. Diskrete Topologie: T = 2% = Folge konvergiert gegen = < x, =  fiir hinreichend
grofle k
x ist Haufungspunkt < xj = « fiir unendlich viele k

4. X = R" =iiblicher Konvergenzbegriff

Definition 4.3 X heifit Hausdorffraum (oder Ty) < Va # y3 offene Umgebung U, V, x €
UyeV:UNV =10

Beispiel 4.2 (X, d) metrischer Raum. z # y = p = 1d(z,y) > 0, B,(z) N B,(y) =0

Satz 4.1 In einem Hausdorffraum gelten folgende Aussagen:

1. Die Mengen {z} mit x € X sind abgeschlossen

2. Fir A C X abgeschlossen gilt: A= (| U
ACU offen
Beweis:
1. Zu y # x gibt es Uy offen mit ¢ U, = X \ {z} = |J Uy offen
yF
2. Seiv ¢ A.Zuyec Agibtes Uy offenmit e ¢ Uy =2 ¢ |J U, DA
yeA

g

Satz 4.2 Sei X hausdorffsch, dann ist der Grenzwert einer Folge eindeutig bestimmt
(falls existent)

Beweis:'#7,: xj, > x, xp, > y=>x =1y

Andernfalls wihle offene Umgebungen U,V von z,y mit U NV = (). Es folgt
xp €U fir k> ko, xp €V fir k> Kk

=1, € UNV =0 fir k > max(ko, k1)4

Ziel Folgenkriterium der Stetigkeit

Erinnerung Sei X topologischer Raum, x € X. U, =System aller offenen Mengen U
mit x € U
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B C U, Umgebungsbasis von z, falls gilt: VU € U3V € B:V C U
f X =Y heifit stetig in xg < YV € Upy)IU € Uy, = f(U) CV Uberlege: f stetig auf
X & f stetig in allen Punkten xg € X

Satz 4.3 (Folgenkriterium der Stetigkeit) Sei f: X — Y Abbildung zwischen topo-
logischen Raumen. Dann gilt:

1. Wenn f stetig ist in z¢ und zy — z¢g = f(zx) — f(z0)

2. X sei in xg abzdhlbar?, f(xy) — f(xo) fiir jede Folge xp — ¢ = f ist stetig

Beweis:

1. Sei V Umgebung von f(x¢). Wéahle U Umgebung von z¢ mit f(U) C V.
Wahle kg € N mit z, € U fur k > kg
= f(xk) € f(U) CcVfir k> kg

2. (indirekt) Sei Uy, k € N Umgebungsbasis von xy (0.B.d.AU; D Uy D ...)
Angenommen nicht stetig < es gibt offene Umgebung V' von f(x¢), so
dass f(xy) ¢ V fir gewisse x € Uy.

Es folgt « : k — x¢ aber f(zy) konvergiert nicht gegen f(z¢)4

g

Definition 4.4 Ein Hausdorffraum X heifit normal, wenn gilt: Fiir A, B abgeschlossen
und disjunkt gibt es U,V C X offen mit U D A, VO Bund UNV =
Jeder metrische Raum ist normal

Satz 4.4 (Lemma von Urgsohn) Sei X normal und A, B C X abgeschlossen, nichtleer
und disjunkt. Es gibt f: X — [0, 1] stetig mit f [4=0 und f |p=1

Vorbemerkung Sei A abgeschlossen, B offen und A C B, dann gibt es U offen mit
AcUcCUCB

Denn A und X \ B abgeschlossen und disjunkt, also gibt es U,V offen und disjunkt mit
ACcUX\BcCV

=UCX\V=UcCcX\V=X\VCB

Beweis: Dy, = {;—k |7=0,1,.., 2’“} fiir k£ € Ng. Definiere offene Mengen

Us,s € D= |J Dy mit Us C Uy fiir s < t.
keNg
Induktion: Fiir k£ = 0 wahle Uy, Uy offen mit

%heift, es gibt abzihlbare Umgebungsbasis
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AcUycUycU; cU; C X\ B offen

Existenz von Up, Uy folgt aus Vorbemerkung.

k> 1: Sei Ug fir s € Dy_1 schon definiert. Sei s € Dy \ Dg_1, also s = QL
mit j ungerade.

Setze st := 32%1 € Dj_;. Bs gilt induktiv U,_ C Us,. Wihle U offen mit
U,_CcUs;CcUsCUs,

Wir miissen zeigen, dass U C Uy fiir s,t € Dy, s < t wieder erfiillt.

e Fall 1: s € Dy \ D1 und t € Dj_1. Dann gilt s = 2% und t = QJ—k also
j >4 (nach Annahme)

=t>4l =5, € D1 = U, C Uy, C U, (nach Induktion)

e Fall 2: s € Dy_1,t € Dy \ D_1 analog zu Fall 1

o Fall 3: s,t € Dy \ Dy—y = s = o, t = & mit j > i+ 2 (weil 4]
ungerade)
:t;:g;klzgf—kl:s+mits+,t_eDk,1
=Us; CUs, CU_ CU;

= U, C U, fiir s,t € Dy, s < t verifiziert fiir Dy,

inf{se D |z eUs} fallszeclU;

Definiere f: X — [0,1]: f(x) =
sonst

DaAcCUgilt f|a=0,da BNU; =0 gilt f |[p=1

Zeige Stetigkeit von f: Sei xg € X mif f(z9) =s € (0,1) und € > 0 gegeben.

Wiéhle s1,80 € D mit s —e < s1 < s < 53 < s+ ¢. Es folgt zyg € U, \ Us,

offen

f(z) =s=3sp > 5,8, | s mit g € U, C U, fiir k groB

f(Us, \Ug,) C [81,82) C (s —&,5 + €) = stetig

Fiir f(zo) = 1 betrachte Umgebung X \ Us,

Fiir f(zo) = 0 betrachte Umgebung Us,, s2 > 0

Satz 4.5 Jeder metrische Raum X ist normal

Vorbemerkung Fiir A C X nicht leer, betrachte f : X — [0,00), f(z) = d(z, A) =

;Ielg d(z,a).

Esgilt: f(z) =0& Be(x) NA#We>0&2€ A
f ist stetig (sogar Lipschitz): d(z,a) < d(z,y) + d(y,a) = f(z) < d(z,y) + f(y)
[f(@) = f(y)| < d(x,y) = |f(x) = f(zo)| < eVa € Be(z0)

Beweis:Seien A, B C X abgeschlossen, disjunkt, nicht leer. Betrachte f :
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X =R, f(z) =d(z,A) —d(z, B)

Dann sind U := {z € X | f(x) <0},V = {z € X | f(x) > 0} offen (weil
Urbilder von f aus Vorbemerkung) und disjunkt

re€A=f(x)<0,z€eB= f(z)>0=ACUBCV

O

Bemerkung Ein Hasudorffraum X ist genau dann normal, wenn das Urgsohn-Lemma
gilt. Denn zu A, B abgeschlossen und disjunkt, sei f: X — [0, 1] mit
fla=0,flp=1=2U:={zeX|fx)<i},V:i={zeX]|f(x)> 2} sind offen und
disjunkt mit ACU,BCV

Satz 4.6 (Fortsetzungssatz von Tietze) Sei X normal und C' C X abgeschlossen. Zu
jeder stetige Funktion f : C' — R gibt es eine stetige Fortsetzung f : X — R mit f |o= f

Beweis:Sei g : X — R stetig mit |g — f| < 6 auf C. Wir definieren eine
Approximation g : X — R stetig, so dass

Ve e C:g(z) < f(z) — %,g(x) =g(x)+ g (Korrektur nach oben)

Ve e C:g(z) > f(z) — %,Q(az) =g(x) — g (Korrektur nach unten)

Wiéhle mit Satz 4.4 stetige Funktion ¢ : X — [—g, g] mit

[t releeClo < s -
0 aefreC|g@) > fa)- !
]2)9ann gibt die Dreiecksungleichung: g € (f(:n)—g, f(a:)+§) = |g(x) — f(z)] <
3

Wir setzen jetzt voran, dass f : C' — [—1,1]. Dann gilt |f — fo| < 1 auf C
mit fo = 0. Wir wenden das Argument induktiv an und erhalten fr : X — R
stetig mit | f — f| < (%)k auf C.

AuBlerdem gilt fir k € No: |frr1 — f(k)] < % (%)k

=1 .
k
=5l <3 E GV < ()
j:
élso konvergiert f;, gleichmiBig gegen eine stetige Funktion f : X — R mit
fle=f
7 1 (2vk
f@ <3 (3) =1

Betrachte als niichstes f : C — (—1,1). Sei f : X — [~1,1] wie konstruiert.
Dann A = 7_1({—1}), B= ?_1({1}) sind abgeschlossen und disjunkt von C.
Wir beweisen: 3¢ : X — [0, 1] stetig mit ¢ |¢c= 1 und ¢ |aup= 0. Dann ist
of : X — (—1,1) stetige Fortsetzung von f

Entsprechend Vf : C' — [—¢, ¢] ~ Vf beschrankt.
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Sei nun f : C — R nicht notwendig beschrinkt, dann ist ¢ = arctan(f)
s 7T)‘

beschrénkt und es gibt stetige Fortsetzung g : X — (-5, 5
Setze f = tan(g)

5 Kompaktheit

Definition 5.1 Sei X topologischer Raum. Eine Familie U;,i € I von offenen Mengen

U; C X heiBt offene Uberdeckung von X, wenn X = U Ui
el
Ist I' C I mit X = |J Uj, so heifit die Familie U;,i € I' Teiliiberdeckung
el’

Beispiel 5.1 Das Intervall X = (0,1] mit der Teilraumtopologie von R hat die offene
Uberdeckung Uy, = (1,1],k € N

Eine Teiliiberdeckung ist z.B. Usj, j € N, die Familie hat aber keine endliche Teiltiber-
deckung.

Definition 5.2 Ein topologischer Raum X heifit quasikompakt, wenn jede offene Uber-
deckung von X eine endliche Teiliiberdeckung hat.
Ist X zusétzlich hausdorffsch so heifit X kompakt

Lemma 5.1 Sei X topologischer Raum. Dann ist A C X quasikompakt bzgl. der Rela-

tivtopologie, genau dann wenn jede Uberdeckung von A C |J Vi mit V; C X offen eine
el
endliche Teiliiberdeckung hat.

Beweis:Sei A quasikompakt bzgl. Relativtopologie und sei A C |J V; mit

i€l
V; C X offen.
Nach Vorraussetzung gibt es I’ C I endlich mit A= |J V;nNAC | Viv
icl’ icl’

Sei A = (J;c; Ui mit U; offen in A. Dann gibt es V; C X offen mit U; =
Vin A, also A C |JV;. Wahle I C I’ endlich mit A C |J V; und erhalten

el el
A= U VinA= U U;
el’ el

O

Satz 5.1 (Bilder kompakter Mengen) Seien X,Y topologische Rédume, f : X — Y
stetig, dann gilt:
K C X kompakt = f(K) C Y quasikompakt.
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Beweis:Sei V;,i € I offen in Y mit f(K) C |JV;

el
= K c U Vi) mit f71(V;) offen, da f stetig.
el
= K c U f1(V;) mit I’ C I endlich, da K quasikompakt
iel’
= fK)c U f(f~ (V) c UV
iel’ iel’

Nach Lemma 5.1 = f(K) C Y quasikompakt
O

Satz 5.2 (abgeschlossene Mengen in kompakten Raumen) Sei X quasikompakter
topologischer Raum und A C X abgeschlossen. Dann ist A quasikompakt (mit der
Relativtopologie)
Beweis:Sei A C |J V; mit V; C X offen.
i€l
= X \ A und V;,i € I bilden offene Uberdeckung von X.

=X=X\AU {J V; mit I’ C I endlich
icl’
= A C |J Vi =nach Lemma 5.1 A quasikompakt.
iel’

Bemerkung X hausdorff, so ist jeder Teilraum M C X ebenfalls hausdorff.
Zu x1,19 € M,z1 # x9 Wihle Vi, Vo C X offen mit z; € V;, Vi N Vo = (). Dann sind
U; =V; N M offen in M, z; EUZ',UlﬂUQIQ.

Satz 5.3 (Kompakt=-abgeschlossen) Sei X Hausdorffraum. Ist K C X kompakt, so
ist K abgeschlossen in X.

Beweis:Sei y ¢ K fest gewéahlt. Gesucht: Umgebung, die K nicht trifft.
Zu z € K gibt es offene Umgebungen U, V, von z,y mit U, NV, =0

N
Da K kompakt gibt es K C |J Uy
i=1

1=

N
=V = () Vj,; offene Umgebung von y mit V N K = () = K abgeschlossen
=1

1=

0

Folgerung 5.1 (Homdomorphiekriterium) Sei X quasikompakt und Y hausdorffsch.
Ist f: X — Y stetig und injektiv, so ist f=!: f(X) — X stetig, d.h. f: X — f(X) ist

homo6omorph.
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Beweis: %, : f ist offen

Sei U C X offen = A = X \ U abgeschlossen

= A C X quasikompakt nach Satz 5.2

= f(A) C Y quasikompakt (bzw. kompakt) nach Satz 5.1

= f(A) C Y abgeschlossen nach Satz 5.3

=Y\ f(A) offen in Y

= f(U) = f(X)N (Y \ f(A)) (weil injektiv) ist offen in f(X) bzgl Relativ-
~—_————

offen

topologie.
O

Lemma 5.2 (endliche Durchschnittseigenschaft) Fiir einen topologischen Raum X
sind dquivalent:

1. X ist quasikompakt
2. Sind A;,i € I abgeschlossen mit [ A; # 0 fiir jede endliche Indexmenge I’ C I,
iel’
so folgt [ A; # 0

el
Beweis:Seien A;,i € I abgeschlossen und U; = X \ A4;. Dann gilt:
Uuvi=x\4
iel iel

Das bedeutet U;,i € 1 ﬁberdeckung s N4 =0

Uy,i € I' Uberdeckung < ’m/ Ai=0 -~
1= 2: Ware ﬂ A; =0, so Zvf/g'ure U;,i € I eine Uberdeckung. Wihle endliche
Teiliiberdeckuznz U;,i € I'. Es folgt Aﬂ/ A; =04
2= 1: Sei U;,i € I Uberdeckung :;EHI A =0
i€

= 3I' C I endlich mit (| A4; =0
el
= U, € I' Uberdeckung.

0

Definition 5.3 Ein Hausdorffraum heifit folgenkompakt, wenn jede Folge in X eine
konvergente Teilfolge hat.

Satz 5.4 Sei X Hausdorffraum mit abzdhlbarer Topologie. Dann sind &quivalent:
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1. X ist kompakt
2. X ist folgenkompakt

Beweis:1 = 2 : Sei (xj) eine Folge in X. Angenommen (xj) hat keinen
Héufungspunkt. Dann gibt es zu y € X eine ofene Umgebung U, mit xj ¢ U,
fiir k£ hinreichend.

N
Wahle endliche Teiliiberdeckung X = |J U,;. Fiir k grof gilt
i=1

$k¢ UUyz_Xé

Sei Jetzt xo Haufungspunkt der Folge. Nach Vorraussetzung gibt es Umge-
bungsbasis U1 D Uy D ... von xg

Bestimme induktiv k1 < ko < ... mit 23, € U; = 29 = lim xy;
J ‘]*}OO J

2 = 1: Angenommen X hat Uberdeckung ohne endliche Teiliiberdeckung.
Wir konnen annehmen, dass aus den Basismengen Uy, Us, ... keine endliche
Teiltiberdeckung aubgewéihlt werden kann.

Bestimme induktiv z ¢ U Ui.
i=1
Es gilt 3, — 29 € X nach Wahl einer Teilfolge (k1 < k2 < ...)

Wiéihle k € N mit zg € Uy,. Fiir j gro gilt k; > k, also xy; ¢ Uxf zu z, — o
O
Satz 5.5 Fiir M C R"” sind adquivalent:
1. M ist kompakt
2. M abgeschlossen und beschrankt
Beweis:1 = 2 : M ist abgeschlossen nach Satz 5.3

M c |J Bg(0) hat endliche Teilitberdeckung = beschrankt.
k=1

2 = 1 : Reicht zu zeigen: @ = [—a, a]™ kompakt fir a > 0 (Verwende Satz
5.2)

Sei U;, i € I Uberdeckung von @ ohne endliche Teiliiberdeckung. Konstruie-
ren durch Kantenhalbierung Folge Q D Q1 D Q2 D ... so dass kein @) durch
endlich viele der U; iiberdeckt wird. Die @); bilden eine Intervallschachtelung.

Sei ﬂ Qr = {xo} mit x9 € Q.

Es gllt xg € U; fiir ein ¢ € 1. Da U; offen gilt Q) C U; fiir k hinreichend grof3.
Q. wird U; iberdeckt fir & gro8 4

g
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Satz 5.6 Sei X quasikompakter topologischer Raum, f : X — R stetig. Dann ist f
beschrankt und nimmt seine Extremwerte an.

Beweis: f(X) C R kompakt nach Satz 5.1, also abgeschlossen und beschrankt
Il

Satz 5.7 X kompakter topologischer Raum = X normal

Beweis: X hausdorff nach Definition.

Seien A, B C X abgeschlossen und disjunkt = A, B sind kompakt (nach Satz
5.2)

Schritt 1: Zu z ¢ B gibt es U,V offen mit z €e U,BCV und UNV = {:
Zuy € B gibt es Uy, V, mit « € Uy,y € V, und U, NV, =0

N N
Wahle endliche Teilitberdeckung B C |J Vi =: V. Setze U = (| Uy =
i=1 =1

1=
unv =90
Schritt 2: Zu x € A gibt es nach Schritt 1 offene Mengen U*, V* mit z €
U*,BCV®und U*NV* =1{.

M .
Waihle endliche Teiliiberdeckung A C |J U™ =:U
j=1
M .
Setze V = (| V. Dann sind U,V offen, ACU,BCV und UNV =)

7=1
[l

Beispiel 5.2 (Kompaktheit von Produkten) Sei X topologischer Raum. X® = {(z)er | 2: € X}
={z:R— X |z=u2x(t)}. Basismengen: U = {z: R — X : z(t) € U(¢t)} mit U(t) C X
offen und U(t) = X aufler fiir endlich viele t € R

Frage Was bedeutet konvergenz in X®?

Projektion auf Faktor mit Nummer t=Auswertung der Funktion z : R — X an der Stelle
t

xp — x in R = ap(t) = z(t) in X fir jedes t € R, d.h. x, konvergiert punktweise gegen
T.

Es gilt auch die Umkehrung: Sei U ¢ X® Basismenge mit = € U, also U(t) = X auBer
fiir ¢ = t1...t N

Fiir k groB gilt x(t;) € U(t;) fur allei =1,...,N

= x, € U fiir k hinreichend grof3

=z, — z in XK.

Zusammenfassung: Konvergenz in X ®=punktweise Konvergenz
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Definition 5.4 Sei M eine Menge. Eine Relation = < y auf M heif3t teilweise Ordnung,
wenn gilt:

o Reflexivitit: z < x
o Transitivitat: x <y, y<z=zx<z2
e Definitheit: x <y, y <z =2x=y

Falls aulerdem fiir alle z,y € M eine der Relationen = < y bzw. y < x gilt, so heifit M
total geordnet

Beispiel 5.3 Kantenrelation bei Baumen ist i.A. nicht total geordnet

Sei L € M. Ist y € M mit x < y fiir alle z € L, so heifit y obere Schranke von L.
M heift induktiv geordnet, wenn jede total geordnete Menge L C M, L # () eine obere
Schranke besitzt.

Beispiel 5.4 Sei X eine Menge. Dann ist A < B < A C B eine teilweise Ordnung

auf 2X. Ist S C 2% total geordnet, so ist B = |J A obere Schranke, also ist 2% mit
AesS
Inklusion induktiv geordnet

x € M heiflit maximales Element, wenn gilt: c <y =y ==

Axiom 5.1 (Zornsches Lemma) Sei M # () induktiv geordnet, dann existiert ein ma-
ximales Element x € M

Satz 5.8 (Tychomov) Seien X;,i € I quasikompakt, dann ist X = [[ X; quasikom-
el
pakt.
Beweis:Wir verwenden Lemma 5.2. Sei Ay C 2% ein System abgescjlossener
Mengen in X mit (| A # 0 fiir alle A C Ap endlich.

AcAj
Z7: N A#0D
Ae Ay
Sei M die Menge alles Systeme A C 2%, so dass Ay C A und endliche Durch-
schnittseigenschaft hat.
M ist teilweise geordnet durch Inklusion (Beispiel 5.4)
Sei L C M total geordnet. Bilde das System AL = {A c2X | Ac Afiirein Ac L}
Es folgt Ag C A" und A" erfiillt endliche Durchschnittseigenschaft.
Fiir Ay, ..., Ay C AL gilt schon Ay, ..., A,, € A fiir ein A € L.
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N
Da A € M folgt (| A; # 0, also gilt endliche Durchschnittseigenschaft fir
=1

AL z
= M induktiv geordnet = (Zorn) es gibt ein A € M maximal
Die Systeme A; = {pi(A) | A e .A} (pi Projektion) haben die endliche Durch-

schnittseigenschaft:
N pi(A) = pi( m A) # 0 (A C A endlich)
AcA A
N——
#0

Da X; quasikompakt existiert ein Punkt z; € [ pi(A) C X;

AcA
G:x=(vi)ier€ () A
AEeAy
Schritt 1:4 ist abgeschlossen unter endlichen Durchschnitten:

Seien Ay, ..., Ay € A. Fiir A = AU{AN,...,NAx} gilt Ay € A und endliche
durchschnittseigenschaft gilt fiir A. Aus der maximalitét folgt A = A, somit
AN, ..., Ay € A Schritt 2: BNA# () firalle Ac A= Be A
A= AU{B} enthilt Ay und hat endliche Durchschnittseigenschaft:
A1 N...NANNB # ). Aus Maximalitat folgt B € A
—_——

eA
Schritt 3: U Basisumgebung von z = U N A # VA C X
Es gibt I’ C I endlich und V; C X; offen fiir i € I, so dass x € U = (| U;

el’

mit U; = p; (V)
Nun gilt fiir i € I': x; € V;Np1(A) fir alle a € A
= X;Np1(A) # 0 fiir alle A € A (sonst p1(4) C X;\ Vi) = M C X;\Vis
=U;NA#( fir alle Ae A
fail

g

Bemerkung Sei Umgekehrt X = [[ X; quasikompakt. Da die Projektion p; : X — X;
i€l
stetig ist, ist X; = p;(X) quasikompakt (Satz 5.1)

Beispiel 5.5 (Fortsetzung) Sei X = {0, 1} mit diskreter Topologie (X ist kompakt)
X® =Abb(R, X) ist quasikompakt (Tychonoff). Betrachte Folge x(t) = k-te Nachkom-
mastelle von ¢ € R in der Dualbruchentwicklung von ¢

xp(t) = x(t) & zx(t) = z(t) fir k hinreichend grofl = z(t) € Q

x), hat keine konvergente Teilfolge = X® nicht folgenkompakt

Definition 5.5 Sei X Hausdorflraum

1. M C X heiit relativkompakt < M ist kompakt
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2. X heiBt lokalkompakt < jedes x € X besitzt eine relativ kompakte (offene) Um-
gebung

Beispiel 5.6
e R" ist lokalkompakt, denn zu x € R" ist B;(x) relativ kompakte Umgebung von z
e Eine abgeschlossene Menge A C R" ist lokalkompakt bzgl der Relativtopologie

e Ein Hausdorffraum X heif3t topologische Mannigfaltigkeit der Dimension n, wenn
jedes x € X eine offene Umgebung U, hat, die homéomorph zu einer offenen Menge
in R™ ist.

Lemma 5.3 Sei X lokalkompakter topologischer Raum. Dann hat jedes x € X eine
Umgebungsbasis aus relativkompakten Mengen

Beweis:Sei V C X offen mit z € V und V kompakt. Sei U irgendeine offene
Umgebung von z

= U NV offene Umgebung um z, (UNV) C U

U NV abgeschlossene Teilmenge von V ist kompakt

= U NV kompakt (nach Satz 5.2) = U NV ist relativkompakt

0

Satz 5.9 (Alexandrov-Kompaktifizierung) Sei X lokalkompakter topologischer Raum.
Dann gibt es einen Homéomorphismus vy : X — X \ {c0}, wobei X kompakter topolo-
gischer Raum und oo € X. Das Paar (X, 00) ist eindeutig bestimmt bis auf Homdomor-
phismus

Beweis:Definiere X := X U {oo}
V C X offen
V = X\ K fir K ¢ X kompakt

Wir miissen priifen, dass das eine Topologie ist:

e 0V(Typ1l) X =X\0v(Typ 2)

Definiere V C X offen <

VinVy Vi, Vo Typ 1
e ViNVa{ (X \K1)NVa Vi =X\Ky,VsC X offen (X \ K, offen nach Satz 5.3)
X\ (K1NKy) Vi=X\K;

U Vi VicX
i§1 )
e JUVi=<{X\NK; Vi=X\K;
el 1€l

X\ (K1 \Va) Vi=X\Ki, Vo C X offen
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Behauptung: X kompakter topologischer Raum:
X = V; mit Vj C X offen
i€l
Wiihle ig € T mit V;, = X \ K;, mit K;, kompakt
= K, = J ViNn X mit I’ C I endlich (K;, kompakt in X)
el’
= X = Vi, U U V; endlich.
iel!
Die Inklusionsabbildung j : X — X ist injektiv und stetig
,_ V Typ 1
V) = ;
X\K V=X\K Typ2
Umgekehrt: Sei V € X offen. Dann ist (V) = V C X offen, also homomor-

phismus
Bleibt Z: Eindeutigkeit

O

Bemerkung Anwendung im Fall X kompakt (langweilig) = X offen und abgeschlossen
in X, also {oo} offene Teilmenge von X

Definition 5.6 Ein lokalkompakter Raum X heif§t abzdahlbar im Unendlichen, wenn der
Punkt oo in der Alexandrov-Kompaktifizierung eine abzahlbare Umgebungsbasis hat

Satz 5.10 Fiir einen lokalkompakten Raum sind folgende Aussagen dquivalent:

1. X ist abzahlbar im Unendlichen

o0
2. X = |J K; mit K; kompakt
i=1

1=

o0 P
3. X = | U; mit U; offen, relativ kompakt (U; C Uj41)
i=1

Notation: U; CC U;+1

Beweis:1=2: Sei X \ K; mit K; C X kompakt eine abzéhlbare Umgebungs-
basis von co. Zu x € X wahle relativ kompakte Umgebung U. Es gibt dann
ieNmit X\K;c X\U=K;, DU =zekK;

2= 3: Zu K C X kompakt existiert U C X offen, relativ kompakt mit
K C U, denn zu x € X gibt es U, offen, relativ kompakt mit x € U,. Wahle
endliche Teiliiberdeckung von K. Wir konnen annehmen, dass K; C Ko C ....
Erhalte induktiv U; durch Anwendung auf K; UU; 1 (wihle Uy = ()

3=1: Sei K C X kompakt. Da U;,7 € N ["Jberdeckung von X, gilt K C Uy C
U, fiir ein k € N. Es folgt X \ Uy € X \ K, das heiBt die X \ U} bilden
abzahlbare Umgebungsbasis von oo
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Definition 5.7 Seien X, Y lokal kompakte Raume. Elne stetige Abbildung f: X — Y

0

heiflt eigentlich, falls folgende Implikation gilt:
K CY kompakt = f~!(K) C X kompakt

Satz 5.11 Seien X,Y lokal kompakte Rdume f : X — Y stetig. Dann sind dquivalent:
1.
2.

f ist eigentlich

Die Fortsetzung f : X — Y mit f(oo) = oo ist stetig

Beweis:1=2: Sei K C Y kompakt. Dann ist X \ f71(K) offene Umgebung
von oo und f(X \ fHK)) C Y\ K, also ist f stetig in occ.

2=1: Da f stetig gibt es zu K C 'Y kompakt eine kompakte Menge Ko C X
mit f(X \ Ko) C Y\ K. (Nach Satz 5.2)

O

Satz 5.12 Seien X, Y lokal kompakt, f : X — Y sei eigentlich. Dann gilt:

1.
2.

Definition 5.8 Ein Hausdorffraum X heifit parakompakt, wenn jede offene Uberdeckung
V = {Vj,j € J} eine Verfeinerung U = {U;,i € I} besitzt, die lokal endlich ist. Dabei
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A C X abgeschlossen = f(A) C Y abgeschlossen.
f(X) ist lokalkompakte Teilmenge von Y

Beweis:1: A abgeschlossen in X = AU{oco} abgeschlossen in X, also A kom-
pakt (Satz 5.2)
= [(A)U{oo} = f(AU{oo}) kompakt (Satz 5.1) = f(A)U{occ} abgeschlos-
sen in X
= f(A) abgeschlossen in X
2: f(X) abgeschlossene Teilmenge von Y. Zu y € f(X) wahle relativ kom-
pakte Umgebung V = V N f(X) ist relativ kompakte Umgebung bzgl. der
Relativtopologie auf f(X): V N f(X) ist kompakte Teilmenge von f(X),
denn sei VN f(X) = JVin f(X). Dann gilt V = |J Vi U (Y \ f(X)).
i€l i€l
Da V kompakt gibt es I’ C I endlich mit V = |J V; U (Y \ f(X)), also
el’
VN fx)c Uvinfx)
iel’
V N f(X) ist relativ kompakte Umgebung von Y bzgl der Relativtopologie,

denn V' N f(X)f(X) C VN f(X),daV N f(X) kompakt, also abgeschlossen.
g

Kompaktheit
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heif3t

e U Verfeinerung von V, falls & Uberdeckung von X ist und fiir jedes i € I ein j € J
existiert, mit U; C V;

e U ist lokal endlich, wenn zu jedem x € X eine Umgebung U, existiert mit {i € I : U; N U, # 0}
endlich

Beispiel 5.7 Sei X lokal kompakt und im unendlichen abzahlbar. Dann ist X parakom-
pakt, denn sei X = k[.:jo Wy mit Wi_1 C Wi, wo = 0. Sei {Vj}jeJ offene Uberdeckung
von X. Wihle zu k € N eine endliche Menge J C J mit W\ Wj_; C U Vi\ Wi_1 =:
U Uj . Die Uj mii k € N, j € Ji bilden eine Uberdeckung von X, g;]eer;];uer eine Ver-
%eGiﬁerung Ujr C Vj. Weiter gilt Uj , "\ Wy =0 f+r k > £+ 1, also Uy j N W, # 0 nur fir
endlich viele Uj .

Bemerkung Sei X lokalkompakt mit abzéhlbarer Basis U;,7 € N. Dann gilt X =
U U

Ui kompakt
Insbesondere ist X in oo abzéhlbar (Satz 5.10)
Wahle zu x € X eine relativkompakte Umgebung V. Es gibt ein ¢ € Nmit z € U; C V.

= U, C V ist kompakt, also U; kompakt.

Beispiel 5.8 Sei X topologische Mannigfaltigkeit mit abzéhlbarer Basis der Topologie.
Dann ist X parakompakt.

Beispiel 5.9 Jeder metrische Raum (X, d) ist parakompakt (Satz von Stone)

Satz 5.13 Ist X parakompakt, so ist X normal

Beweis: Hilfsaussage: Sei A, B C X abgeschlossen und disjunkt. Es gebe zu
jedem a € A offene Mengen U,,V, mit a € U,,B C V, und U, NV, = 0.
Dann gibt es U,V offen mit ACU,BCV und UNV =0

Beweis davon: Es gilt X = |J Ug U (X \ A) mit U,, X \ A offen.
acA
Sei U;, i € I eine lokal endliche Verfeinerung. Definiere I’ = {i € I | U/ N A # 0} ,U =

U U

el

Es folgt A C U und U offen.

Zu b € B gibt es offene Umgebung Wy, sodass I, = {i € I' | U/ N W}, # 0}
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endlich.
Zuie I, gibteseina;, € Amit U C Uy, daU] ¢ X\ A
= U/ NV, CU,, NV, =0. Setze V) =W, N [ V,, offen
i€l
=beV/und UNV/ =0. Wahle nun V = |J V/
beB

O

Gegeben seien A, B C X abgeschlossen und disjunkt. Sei b € B. Da X
hausdorff gibt es zu jedem a € A offene Mengen U,,V, mit a € U,,b €
Va, Uy NV, = 0. Vorraussetzung der Hilfsaussage erfiillt fiir A und {b}. Also
gibt es offene Mengen U}, V}) offen mit A C U},b € V) mit U, NV, =0

Wieder mit Hilfsaussage erhalte U, V offen mit AC U, BC V und UNV =)

g

Definition 5.9 Sei X topologischer Raum

a) Eine Familie {x; | ¢ € I} von stetigen Funktionen y; : X — [0, 1] heifit Partition der
Eins, wenn gilt:

e spty;,? € I (Trager) ist lokal endlich, d.H. fiir alle z € X gibt es Umgebung U,
mit {7 € I | sptx; N U, # 0} endlich
(sptf =2 € X : f(z) 20)

* > xi(z) = 1 fiir alle z € X (Die Somme ist nur formal unendlich - genauer
lgelf)t es zu z € X eine Umgebung U, mit I, ;= {i € I | spty; N U, # 0} endlich,
= <Z Xz‘) (y) = Z Xi(y)Vy € U,. Insbesondere ist eine solche lokal-endliche
Sum;rfé immer steéiegl)z

b) Eine Partition der Eins y;, € I heifit der Uberdeckung Vi, j € J untergeordnet, wenn
es zu jedem ¢ € [ ein j € J gibt mit spty; C V;

Satz 5.14 (Existenz der Partition der Eins) Sei X parakompakter topologischer Raum.
Dann gibt es zu jeder offenen Uberdeckung Vj,j € J eine untergeordnete Partition der
Eins.

Beweis: Da X parakompakt, konnen wir annehmen, dass V;,j € J lokal
endlich ist (sonst betrachte lokal endliche Verfeinerung)
Schritt 1: Konstruiere Uberdeckung Uj,j € J mit U; C V

Beweis davon: zu x € X wahle j, € J mit v € Vj,. Es gibt offene
Umgebung O, von z mit O, C Vj,

da X normal nach Satz 5.13 gibt es O,, W offen mit = € O,, X \
V;CWund O, NW =10
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= 0, C X\W = X\ W C V,. vgl. Vorbemerkung Satz 4.4
(Urgsohn)
Wihle lokal endliche Verfeinerung der Uberdeckung O,z € X.
Diese sei O},i € I. Setze I; = {Z €l|0;cC V]} U= U O
i€l
Zeige: U; hat die verlangten Eigenschaften ’
Fiir jedes i € I gilt O, C O, mit = € X geeignet. 5; cO,CVj, =
1€ Ijz' Somit gilt U Uj = U O; =X
Jj€J el
Da Oj,i € I lokal endlich gibt es zu = € U; eine Umgebung V' und

I; C Ijendlichmit U;nV = | U O; | NV
iGI;.

SU,nNVvc|lUO|nvcvy=T,cV;
iel]

O

Schritt 2: Konstruktion der Partition der Eins
Wiederhole Schritt 1: finde offene Uberdeckung Oj,7 € J mit O; C 6]' C
U; C U; C V;. Definiere stetige Funktion ¢; : X — [0, 1] mit ¢; |5].E 1 und
90] ’X\UJE 0
¢; existiert nach Lemma von Urgsohn (Satz 4.4)
Nach Konstruktion spty; C Uj C Vj, insbesondere spty; lokal endlich (da
V; lokal endlich)
Da Oy, j € J iiberdecken Z pj(x) >1firalexeX

jed

N—_——

stetige Funktion

Definiere x; : X — [0,1], x;(z) = {Jéf()x). Dann ist ; stetig und hat alle
JjeJ
gewiinschten Eigenschaften.

Peanokurven (Exkurs)

Wir beginnen mit der Cantormenge: x € [0, 1] hat triadische Darstellung:

(e 9]
xr = Za:jii_j (z; € {0,1,2}
j=1
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Definition (Cantormenge) C = {x =Y ;37 |z € {0,2}}
j=1

00 . 00 .
Lemma Seienz = ) z;3 7 undy = > y;377. Es gelte z; = y; fir j =1,...,N — 1,
j=1 j=1
aber |zx — yy| = 2. Dann folgt |z —y| > 37N

) ) 00 )
Beweis:|x —y| = | Y (zj —y;)377| >2-37 VN - Y 2.37J

j=1 j=N+1
_9.3°N _9.3-(N+1) 3~ 35 — 3-N

5=0
O

Setze Cy, = {:c =Y x;377 | x; € {0,2} fiir j = 1,...,n} =0,1]=Cy>C;1D..0C
j=1

Lemma Es gilt:

L. Coy1={%|2€CU{2+%|2€C,} (disjunkt)

2. C= N Cn

n=0

Beweis:(1): Cpy1 = {Z 2;377 | x; € {0,2} fiir j <n+ 1}
j=1

0 .

%C {Z2yj33\yj 6{0,2} fﬁr2§j§n+1} :{JL'ECn_H‘x’l:O}
]_

% + 1Cn ={z € Chi | :c1 = 2} =Behauptung

(2): klar ist, dass C' C ﬂ C,. Fir x € C), sind die ersten n Ziffern in {0, 2}

eindeutig bestimmt (Lemma)
x € Cy=z=0,21... mit z; € {0,2}

r € Cy= 2 =0,r122... mit 21,75 € {0,2} :
=xz=0x129... € C

Satz (Eigenschaften der Cantormenge)
1. C C [0,1] ist abgeschlossen

2. Jedes x € C ist Haufungspunkt von C'
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3. [0,1] \ C ist dicht in [0,1] (C ist nirgends dicht)
4. C' ist iiberabzéhlbar
5. C =1CU (3 +10) (C ist selbstihnlich)

Beweis:1: Cy = [0, 1] ist abgeschlossen = C), ist abgeschlossen (Induktion,
o0

nach Lemma) = C' = () C), ist abgeschlossen
n=0

O

Betrachte jetzt 30°-60°-90°-Dreieck A im R?, oBdA diamA = 1 mit Zerlegung in
Teildreiecke iiber die Hohen, bezeichne die Teildreiecke mit Ag, As, Agg, Aga, Agg etc
S .
Definiere v: C' — A, Y7 377 — Ay, N Az 4, N
i=1

J
~ ist wohldefiniert.

Behauptung: v ist stetig.
Seien z,y € C mit |z — y| < § = Zifferndarstellung von z,y stimmen die ersten N Zif-
fern {iberein mit N = [logs(3)], andernfalls (Lemma) |z —y| > 37V > 3-1083(3) = 5

N logs (1)1 togs (3)
s gilt dann diamA., o, < ()" = b)) —2@)| < (L) <o (L)
2

= 06°%VE) = 0% mit a > 0
[v(z) —v(y)| < Clz —y|* mit a = logg(%) > 0, also ist v Holderstetig

Setze fort zu 7 : [0,1] — A stetig und surjektiv (genauer: v(C) schon surjektiv)
~ nicht injektiv
Peano 1890: Dimension wohldefiniert?

6 Homotope Abbildungen

Definition 6.1 Seien X, Y topologische Rdume. Zwei stetige Abbildunge fy, f1 : X = Y
heiflen homotop (fo ~ f1), wenn es eine stetige Abbildung f : X x [0,1] — Y gibt, so

dass f(-,0) = fo und f(-,1) = fi

Bemerkung Homotopie ist eine Aquivalenzrelation auf C°(X,Y):

fo=~ fo: f(-,t) = foVt € [0,1]

fox~fi=fi~fo:Sel f:X x][0,1] = Y stetig mit f(-,0) = fo, f(-,1) = fi1. Setze
f:X x [0, 1] —>Y7?('7t) =f(,1-1)

Transitivitat: f: X x [0,1] — Y stetig mit f(-,0) = fo, f(-,1) = f1,9: X x[0,1] = Y
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Aquivalenzklassen heien Homotopieklassen, [X,Y] = C%(X,Y)/ ~

Lemma 6.1 Seien fo,f1 : X = Y, g1,92 : Y — Z stetig mit fo ~ f1,90 >~ ¢1. Dann
gilt:

g
go © fo =~ g1 o f1. Insbesondere X Lyz.

Y, Z] x [X,Y]

!
>
N

ist wohldefiniert

Beweis:Zugehorige Homotopien:

£iX < [0,1] = Y. f(50) = fo, f(- 1) = fi

9:Y x[0,1] = Z,9(-,0) = g0, 9(-,1) = ¢

Definiere Homotopie durch Verkettung:

h:X x1[0,1] = Z,h(z,t) = g(f(x,t),t)

h=go (f xpra). hstetig, h(:,0) = go o fo,h(-,1) = g1 0 f1

Definition 6.2
1. Ist f: X — Y homotop zu konstanter Abbildung, so nennt man f nullhomotop

2. X heifit zusammenziehbar, wenn id : X — X nullhomotop ist

Beispiel 6.1 M C R" sei sternformig, dann ist M zusammenziehbar: F' : M x [0,1] —
M, F(z,t) = (1 —t)z + txo

Wie interessieren uns jetzt fiir S' = {z € C | |2| = 1}

Lemma 6.2 Sei [ = [a,b] und f € C°(I,S'). Dann gibt es ein ¢ : I — R stetig
mit f(t) = e¥® (¢ lift von f) fiir alle t € R. ¢ ist eindeutig bis auf Addition einer
Konstanten in 27Z

Beweis: Eindeutigkeit: Sei ¢1,p2 € C°(I,R) lifts von f. Bilde ¢ = ¢1 — 2
eie(l) = €210 =1 fiir alle ¢

= ¢ : I — 27Z. Da ¢ stetig ist ¢ konstant (da 27Z diskret)

Euistenz: Setze S} = {z =z + iy € S' | 2 > 0}. Definiere arg : 51 — (—%, %),
arg(z) = arcsin(y)

arg ist stetig als Verkettung von S} — (—1,1),(z,y) — y und (—1,1) —

(=5, %),y > arcsin(y)
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z € St = e99() = cos(arcsin(y)) + isin(arcsin(y)) = +/1 — y? + iy =
TH+iy==z

= ¢ 9() = 5 auf St

Wahle Unterteilung a = tg,t1,...,txy = b mit ff(gk)) € Si fir t € [ty—1,tx)-
Wihle weiter oy, € R mit f(t;,) = ' fiir k=1,...,N

Definiere @y, : [ti—1,tx] — R, @i (t) = arg <}f( k) > + ay,. Die @}, sind stetig auf

OB .
eterte) = f(t).) = err1(h) | Es gibt By € 277 so dass die Funktion
0 : 1 =R, p(t) = @r(t) + B fiir k =1,..., N stetig ist und ¢*?®) = f(t) auf

[a, ]

=

~—

o~

1 (arg(

|

[tk—1, ] und wir berechnen eler(t) =

g

Satz 6.1 Sei f:S' — S!, dann gibt es p € C°([0,27],R), so dass f(e) = e¥® fiir
t € [0,2n]

© eindeutig bis auf Addition einer Konstanten in 27Z. Insbesondere ist deg
wohldefiniert und in Z

(f) = ©(2m)—¢(0)

2

Beweis:Existenz von ¢ € C°([0,27)) und Eindeutigkeit bis auf 277 folgt
direkt aus Lemma 6.2.
e ™) = f(e?™) = f(e0) = (0 = ©(27) — p(0) € 277 =deg(f) € Z

Beispiel 6.2 Betrachte fiir k € Z die Abbildung fi : S! — S!, fi(2) = 2F
fu(e®) = (e?)k = ekt = oy (t) = kt ist lift von fj,
deg(fk) k2m—k0 _ =k

2

Lemma 6.3 Sei f [ ,1] x [a,b] — S! stetig. Fiir ein ty € [a, b] gelte mit ¢q : [0,1] — R
stetig: f(s,tg) = ewo Vs € [0,1]

Dann gibt es genau ein ¢ : [0,1] x [a, b] — R stetig mit

fs,1) = €#EDY(s,1) € [ 1] x [a, b]

(P(Svto) = (po(S)VS € [ 71]
Beweis:kP

Satz 6.2 Sind Fy, Fy : S! — S! homotop, so folgt degFy =degF;

Beweis: f, : [0,2n] — St = F,(e"). fo und f; sind homotop, also gibt es
f : [07277] X [07 1] — Sl Stetig? f(70) = anf('? 1) = fl
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f(t, ) = F(e*, \) (F homotopie)

Nach Lemma 6.1 existiert stetiger Lift ¢ : [0,27] x [0,1] — R mit f(¢,\) =
ele(t,A)

degf(,\) = w =stetige Funktion in \ ganzzahlig

=deg fo =degf

g

Folgerung 6.1 Die Abbildungen f;, : S — S', fx(2) = 2 mit k € Z sind nicht homotop
fiir k # ¢, also ist S! nicht zusammenziehbar

Folgerung 6.2 Es gibt keine stetige Abbildung f : B — S! mit f |sp= idsp (hier:
B={zeR?*||z| <1}

Beweis: Andernfalls definiere Homotopie h : S' x [0,1] — S, h(z,t) = f(2)
h(z,0) = £(0) € S* konstant, h(z,1) = f(z) = 2Vz € S' = idyp homotop zu
konstanter Abbildung 4

0

Folgerung 6.3 (Brouwerscher Fixpunktsatz) Sei B = {z € R?||z| < 1} Jede stetige
Abbildung f : B — B hat einen Fixpunkt z

Beuweis: Falls nicht, konstruiere Retraktion z+\(z—f(z)) € S, A2 |z — f(z)]*+

2Nz — f(x),2) + | £ 1

O

Satz 6.3 (Borsuk-Ulam) Ist f : S? — R? stetig, so gibt es ein x € S? mit f(—x) = f(x)
Beweis: Falls nicht, f : S? — S, (f)(z) = %
= g :S' = Sl g(z) = f(2,0) ist nullhomotop, denn betrachte G : S' x
0,1] = SY, G(z,\) = f(V1 = X2z, )
G(2,0) = f(2,0) = g(2),G(2,1) = f(0,1) =konst
Sei ¢ € C([0, 27]) lift von g, genauer g(e) = ¥ fiir alle ¢ € [0, 27]
Fiir t € [, 27] folgte wegen g(z) = —g(—2): g(e) = —g(e'(t-m)) = eilmte(t=7))
= 2ndeg(g) = p(2m) — ¢(m) + (r) — (0) = 2((r) — (0))
Aber ¢/@(M=20) = 1 = (1) — (0) € 7 + 277 =deg(g) € 1 + 27 -
Insbesondere # 04

g
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Folgerung 6.4 Ist S? = A;UA,UA3 mit Aj, abgeschlossen = Mindestens ein Aj, enthilt
ein Antipodenpunktpaar

Beweis:Sei dy, : S* — R, di(x) = inj |z — y|. Setzen f : S? — R? f(z) =
yeAg

(di(z),da(z)) stetig

Satz 6.3 = es gibt x € S? mit dy(z) = d1(—x) und da(x) = da(—2x)

Fall 1: di(x) = 0= dg(—2z) =0 = {z, —z} C A

Fall 2: di(z) >0 fir k=1,2 = dp(—2z) >0 fir k =1,2 = {z,—z} C A3

O

Satz 6.4 Zwei stetige Abbildungen fy, f1 : S' — S! sind genau dann homotop, wenn
deg(fo) =deg(f1)

Beweis:= Satz 6.2

< Sei deg(fo) =deg(f1) =k € Z

oBdA fo(1) = fi(1) = 1 € S, sonst betrachte e f,(v — 0,1) mit o, € R
geeignet.

Die Abbildungen f, und e~*® f,, sind homotop via e f,

Seien f, € C°([0,27],R) die Lifts von f,

fule) = e und ¢, (0) = 0

Aus Vorraussetzung folgt: %(py(%r) = M =deg(f,) =k

Definiere Homotopie f : [0, 2] x [0,1] = S*, f(t,\) = e((1=N@o®)+Ae1(t)
f(tv 0) = fO(eit)’ f(t> 1) = fl(eit) f(oa >‘) = 1= :Nf(QTI‘, )‘)

Definiere schlieBlich Homotopie f : S' x [0,1] — S, f(e®*,\) = f(¢,\) mit
(t,\) € 10,27 x [0,1]

f wohldefiniert, denn f(0,\) = f(2m,\) =1

[ ist stetig: setze f dazu 2m-periodisch auf R x [0, 1] fort - Fortsetzung stetig.
Es gilt f(e*,\) = f(t, A) fiir alle (t,\) € R x [0, 1] )
R — Sh ¢t €' ist lokal homSomorph. Da f stetig ist dann auch f stetig

O

Definition 6.3 Sei f: X — Y stetig
1. g: Y — X heiit Homotopieinverses von f, fall go f ~idx, f o g ~ idy

2. Besitzt f : X — Y ein Homotopieinverses, so heifit f Homotopiedquivalenz, X,Y
heilen vom gleichen Homotopietyp

Definition 6.4 Sei X topologischer Raum

1. Eine Retraktion von X auf A C X ist eine stetige Abbildung r : X — A mit
r|a=1ida
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2. 1 heiit Deformationsretraktion, falls mit der Inklusion i4 : A — X gilt: 14 01 ~4
idx. A heifit Defomrationsretrakt von X

Begriff der relativen Homotopie Sinf f,g: X — Y stetig mit f 4= g |4 flir AC X
f =~ g bedeutet: es gibt F': X x [0,1] = Y mit

{F<~,o> =f, F(,1)=g
F(7)‘) |A: f |A: g |A VA€ [07 1]

Beispiel 6.3 M sternférmig bzgl o € M
r: M — {x0},r(z) = zo¥Vx € M ist Deformationsretraktion

Beispiel 6.4 7 : B"\ {0} — S" 1 r(x) = far B" = {=z € R" | 2] < 1} ist Deformati-
onsretraktion

7 Die Fundamentalgruppe

X topologischer Raum, I = [0, 1]

Definition 7.1 Sei u,v € C°(I,X) mit v(0) = u(1). Definiere u * v,u~! € C(I, X)
durch

(u*v)(t) = {

u () =u(l—1),0<t<1
u heiBt Schleife mit Basispunkt xzo € X, falls u(0) = u(1) = g

u(2t) 0
>

Definition 7.2 u,v heilen homotop (mit festen Endpunkten xg,z1) wenn u =~ 1y v,
d.h. es gibt f: I x [0,1] — X mit

f(70) = uvf("l) =v

f(O, )\) = X, f(l, )\) =T

Lemma 7.1 Ausu~u/,v~v folgt uxv~u xv vt~ (u)!

Beweis: Sei f Homotopie zwischen u,u’, g Homotopie zwischen v, v’

2t, A\ o<t<i
Fen L, % bengtigt f(1,X) = g(0,)), gilt
g(2t_17>\) §§t§1
fir Homotopien mit festen Endpunkten

Fiir zweite Aussage wihle Homotopie f*(¢,\) = f(1 —t,\)

Definiere h(t,\) =
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Bezeichnungen

e 71(X,z0) Menge der Homotopieklassen (relativ {0,1}) von Schleifen mit Basis-
punkt xg

e Sei f:(X,z0) = (Y,y0) stetig, also f(z0) = o
= fi @ m(X,20) — m(Y,y0),[u] — [f o u], wohldefiniert nach Lemma 6.1 fi
induzierte Abbildung

Satz 7.1 (Fundamentalgruppe)

1. Auf m(X,z0) definiert [u] - [v] = [u * v] eine Gruppenstruktur mit neutralem
Element [u(t) = 2] und inversem Element [u ']

2. fo:m(X,z9) = m1(Y,y0) ist Gruppenhomomorphismus

Beweis von 1: Wohldefiniertheit von [u] - [v] gilt nach Lemma 7.1
Assoziativitdt: u* (v*w) = (uxv) xw (ab jetzt ===y 1))
Neutrales Element: e = [y,,] mit v, (t) = zoVt € [0, 1]

Inverses Element: uxu™1 =e

Beweis von 2: f.([u] - [v]) = fu([u* v]) = [f o (uxv)]

u
(f ou)(2t) 0<t<i
o(uxv)(t) = = ou)*(fov))(t) = |foul|fov
o)1) {(fom(%_l) LSy 2h = Uows o) = roullsen
O
Folgerung 7.1 (Eigenschaften von f,)
1. (idx)« = idm(X,:vo)
2. (90 )= = gu 0 f-, falls (X,20) % (¥,90) % (Z.20)
3. f ug 9= fr = g«
Beweis: 1,2 gelten nach Definition
3: Sei h: X x [0,1] — Y Homotopie zwischen f und g
nach Vorraussetzung h(zg, A) = yp fir alle A € [0, 1]
Sei u : [0,1] — X schleife ind X mit Basispunkt zo, fi[u] = [fou] =
[h(-,0) ou] = [A(, 1) o u] = [g o u] = gi[u]
Il

Wie héngt 71 (X, z,) vom Basispunkt ab?
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Satz 7.2 Seien xg,y0 € X. Jede Homotopieklasse oo von Wegen von xg nach g induziert
einen Isomorphismus
Pa : (X, 0) = (X, 90)
Beweis: Sei ug : [0,1] — X Weg von zy nach yo mit [ug] = «
Betrachte ¢ : m1 (X, 20) = m1(X,%0), o([u]) = [ug ' * u * ug). ¢q ist wohldefi-
niert (hangt nicht von Wahl von ug € a,u € [u] ab)

Weiter ist ¢, Gruppenhomomorphismus: ¢ ([u][v]) = @a([u * v]) = [ug' *

(u*v) *up] = [(ug *uxag) * (ag * v *ug)] = palt)palv)

SchlieBlich: ug ! induziert den inversen Homomorphismus: (41004 )[u] = [u]
0

Bemerkung Sei u; : [0,1] — X ebenfalls Weg von xg nach yp. Dann folgt fir [u] €

m1 (X, x0):
wp([u]) = [ul_l Uk Uy = [ul_l  (ug * ual) *ux (ug * ual) kU] = [(ual *up) " [uo_l *
u * ug) * [ual kuy] = [ugl * ul]_lgoa([u])[ual * w1 mit [ual xu1] € m1(X, yo)

Somit ist ¢ : w1 (X, z9) — m (Y, y0) eindeutig bestimmt bis auf einen inneren Automor-
phismus der Gruppe 71 (Y, y0), der dahinter geschaltet werden kann

Lemma 7.2 Seien f,g: X — Y stetig und homotop und f(z¢) = yo, g(xo) = zo. Dann
existiert ein Weg w : [0,1] — Y von yp nach zp

™1 <Y7 yO)

m1(Y, 20)
Beweis: Sei h : X x [0,1] — Y Homotopie von f nach g, insbesondere
h(z0,0) = f(zo) = yo, h(xo,1) = g(xo) = 20. Wahle u : [0,1] — Y,u(N) =
h(l’o,)\)
Zou Tl x (foy)xu~gq3 g0y
O

Satz 7.3 Homotopieiquivalente Rdume haben isomorphe Fundamentalgruppen

Beweis: f : X — Y Homotopieaquivalent, g : Y — X Homotopieinverses

(z,20) L (V,50) % (X, 20), go f ~idx
Plu]

(X, 20) B3 i (Yiyo) B (X, 20) S mi(X,x0),u: [0,1] = X Weg von 2
nach zg
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Es folgt g4 o fyx = cp[;]l, also g, surjektiv, f. injektiv. Vertauschen der Rolle

von f, g liefert fy, g, isomorph
O

Folgerung 7.2 Ist X homotopiedquivalent zum einpunktigen Raum, so gilt 71 (X, zg) =

{e}

Beispiel 7.1 M C R” sternformig = m1 (M, zo) = {e}
X zusammenziehbar = 71(X, z9) = {e}

Terminologie 7)(X) =Menge der Wegkomponenten von X

X wegzusammenhéngend

X einfach zusammenhéngend <
m (X, z0) = {e}

Satz 7.4 deg: m(S',1) — (Z,+) ist Gruppenisomorphismus

Beweis: Sei v : [0,1] — S! mit v(0) =(1) =1 € S!
Weiter sei ¢ : [0,1] — S! Lift von v mit 4(0) = 0,y(t) = ¢*®) ¢ € [0,1]

Windungszahl von ~ degy = %gp(l) € Z (vgl. Lemma 6.2), damit ist deg
wohldefiniert
Sei ¢, Lift von ~, mit ¢, (0) = 0. Erhalte Lift von 7o * v, durch
o (2t 0<t<3
oty = 4 P02 X 2
@1(2t — 1) +2mdegpy 5 <t <1

=deg(y0 *71) =degyo+degm
deg surjektiv: v (t) = (2™)* mit k € Z =deg([v]) = k
injektiv nach Satz 6.4

Bemerkung Im allgemeinen 71 (X, z) nicht abelsch

Satz 7.5 Seien (X, z9), (Y, y0) punktierte topologische Rdume und 7x, my Projektionen
von X X Y, dann ist die Abbildung

(mx)s X (my ) : m1(X X Y, (20,90)) = m1(X,20) X 71 (Y, y0) ein Gruppenisomorphismus
Erliuterung: G, H Gruppen. Direktes Produkt Gx H = {(g,h) | g € G,h € H}, (91, h1)-
(92, h2) = (9192, h1h2). Das ist Gruppe mit Einselement (eqg,er), inversem Element
(g.h)t=(g~"n )

Beweis: (7x)«, (my )« sind Gruppenhomomorphismen = (7x). X (7y ). ist
Gruppenhomomorphismus

Dennis Miiller Seite 44 WWw. jazzpirate.com



Mitschrift Topologie Die Fundamentalgruppe

77 bijektiv:

Surjektiv: Sei [o] € m (X, 20),[0] € m1(Y,v0), setze a x 5 : [0,1] = X x
Y, (ax p)(t) = (a(t), B(1))

= mx o (axf)=a,myo(axf)=p5= ((mx) (my))]a x 8] = ([a],[5])
Injektiv: Sei v € m1(X x Y, (z0,90)) mit (7x)«[Y] = ex (xm0): (T¥)x[V] =

€7T1 (YJJO)
= mx o7, Ty oy sind Nullhomotopo mit Endpunkten xg, y9. Wahle zugehorige

Homotopien hq, ho, definiere Homotopie h = hy X ho

g
Beispiel 7.2 7 (S! xS, (1,1)) — ZxZ, [y] = (deg(m07),deg(m20)) ist [somorphismus

Satz 7.6 Sei X topologischer Raum. Es gelte:
1. X =U UV mit U,V C X offen, einfach zusammenhangend
2. U NV ist wegzusammenhangend

= X ist einfach zusammenh&ngend
Folgerung 7.3 S einfach zusammenhéngend fiir n > 2

Bemerkung Der Satz von Seifert und von Kampen berechnet allgemeiner (X, xq)
aus 11 (U, zo), m1(V,z0) und (U NV, z0) (xo € UNV). Hier: Spezialfall

Beweis: Wihle Basispunkt zg € U N V. Wir zeigen, dass jede Schleifen in X

als Produkt von Schleifen geschrieben werden kann, die ganz in U oder V

liegen (bis auf Homotopie)

Fiir a € C%(I, X),a(0) = a(1) = xq existiert eine Zerlegung 0 =ty < t; <
. < ty =1, so dass a([ti—1,t;]) in U liegt fur i gerade und in V fiir 4

ungerade (evtl vertausche U, V)

dazu: o1 (U),a= (V) ist offene Uberdeckung des kompakten Intervalls [0, 1].

3 Lebesguezahl § > 0: [t1t2| < 6 = a([t1,t2]) C U oder a([t1,t2]) CV

Erhalte o; durch Deparametrisierung von « i, _, ¢ auf das Intervall [0,1].

Wihle Weg ~; : [0,1] = U NV mit v;(0) = a;(1),7(1) = xo

Es folgt: 00,1} Q1 ¥ .k QN 1) Q1 Y1 *7;1 * (g % Yo *... % 7&1_1 * QN

——

N~

eu ev
O
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8 Uberlagerungstheorie

Spezialfall R — S',t s e, Alle Riume wegzusammenhingend

Definition 8.1 Sei X wegzusammenhéngender topologischer Raum. Eine stetige Ab-
bildung p : Y — X heit Uberlagerung (covering), wenn zu jedem x € X eine offene
Umgebung U existiert so dass gilt:

e p HU) = ‘UIVi mit V; offen, paarweise disjunkt
1€

e p|y: Vi = U Homeomorphismus Vi € [

p lokal homeomorph = offen

Terminologie X Basis der Uberlagerung, U Umgebung mit Uberlagerungseigenschaft,
p Projektion, z = p(y) “y liegt tiber x”

Beispiel 8.1

a) id: X - X

b) E:R — Sht— e, sei e € SI. Withle U = {e¥ | |[p — 0| <7}, EZY(U) = U (0 —
w0+ ) + 27k re

¢) C 28 ¢* =\ {0} Uberlagerung

d) p:S' =St p(z) = 2*
e) p:S" — RP"

Lemma 8.1 Sei p:Y — X Uberlagerung. Dann sind die Fasern p_l({x}) C Y diskret
und die Méchtigkeit von p~!({x}) ist konstant (“Bldtterzahl der Uberlagerung”)

Beweis: Sei U offene Umgebung von 2 mit Uberlagerungseigenschaft, p—* (U) =
UJ Vi disjunkt

i€l

Sei y € p~'({x}), etwa y € V,

= p~'({z}) N Vi, = {y}, dap[v;,: Viy — U bijektiv

= {y} offene Teilmenge von p~!({z}) bzgl Relativtopologie = Fasern sind
diskret

Sei g € C fest. Definiere: X = {z € X | p~'({z}) gleichméchtig p~'({zo})}
= Xy # 0, da zg € Xo. X offen: zu x € Xy wahle offene Umgebung U mit
Uberlagerungseigenschaft.

p~ ' (U)= UV plv: Vi = U homéomorph
i€l
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Zu 2’ € U gibt es genau ein y; € V; mit p(y}) =z

= p~!({2'}) gleichmichtig zu p~'({z}) zu p~'({xo}) = 2/ € Xo = U C
Xy = offen

X \ Xp ist auch offen: gleiches Argument. Da X zusammenhéngend folgt
X =X,

g

Satz 8.1 (Wege-Liftungssatz) Sei X 5 X Uberlagerung. To € p~ Y{z0}). Zu jedem
u € C([0,1], X) mit u(0) = xo gibt es genau ein @ € C°([0, 1], X) mit powr = u, 4(0) = &g

Bemerkung Der Lift einer Schleife muss keine Schleife sein

Beweis: I = [0, 1]

Eindeutigkeit: Seien 1, 42 € C°(1, ) mit potiy =pods =u

Betrachte M = {t € I | 41(t) = ua(t)}. M ist abgeschlossene Teilmenge von
I (da a, stetig)

Zuty € M wihle Umgebung U C X mit Uberlagerungseigenschaft, p~(U) =
U Vi,p |v;: Vi = U hom6omorph

i€l

Sei i € I mit 111(750) = ﬂg(to) eV, = ﬂl(t),ﬂg(t) eV firte (to—(;, to+5)ﬂf
Da p(t1(t)) = p(ta(t)) = u(t) = w1 (t) = ta(t), t € (to — d,to + ) N[

= M relativ offen in I = M =0 oder M =T

Existenz: Wihle Zerlegung 0 = #p < 1 < ... <ty = 1 so dass u([t;—1,t]) C
U;, wobei U; Umgebung mit Uberlagerungseigenschaft

Sei P |y;: Vi — Up homéomorph mit &g € V1. Setze dann @ |, ;1= (p |»
)_1 ou ‘[t07t1]

Sei weiter p |y;: V; = U; homéomorph mit a(t;—1) € V; fiir i = 2,..., N. Setze
Wl = (0 lv)"how [, gy fiir d <2

Lifteigenschaft von @ klar aus Definition. An den Stellen ¢;_1,7 = 2, ..., IV ist
u stetig.

O

Satz 8.2 (Homotopieliftungssatz) Sei X % X Uberdeckung und u,v € C°([0,1], X)
seien homotop mit festen Endpunkten xg, yo. Dann sind die Lifts @, ¥ mit Anfangspunkt
To € p~1({zo}) ebenfalls homotop mit festen Endpunkten, insbesondere (1) = 9(1)

Beweis: Ansatz: Durch Liften der gegebenen Homotopie.

Sei F': I xI— X,F = F(t, \) Homotopie relativ {0, 1}.

F(-,0) =u, F(0,") =20, F(-,1) = v, F(1,-) = yo

Wir konstruieren Homotopie F : I x I — X stetig mit poF F,F(0,0
Falls geschafft folgt wegen der Eindeutigkeit des Lifts: F'(-,0) = a, F'(

Dennis Miiller Seite 47 WWw. jazzpirate.com



Mitschrift Topologie Uberlagerungstheorie

Zo

= F(,1)=o,F(Q1,-) =a(1)

Insbesondere (1) = F (1, 1) (1). Zur Konstruktion von F wihle Unter-
teilungen 0 = ty < t1 < <ty =1,0 = X < ... < Ay = 1, so dass
F(Qij) C Usj mit Q45 = [tZ 1,t ] X [)\j_l, Aj] und U;; Umgebung mit Uberla-
gerungseigenschaft.

Zunichst wihle Vi; % Uy mit Zg € Viy und setze F |g,,= (0 [vi,) "o F |oy
Um F auf Qy zu definieren, sie F' bereits gefunden auf Vereinigung der Qij
mit ¢ < k, sow1ez-kj<€

Wihle ng —> Ujp mit F((tk 1, Ao— 1)) € Vi

Setze I |ng_ (p ‘Vu) P ‘Qu
Dann sind F'(tg_1, ) sowie F( A¢—1) Lifts von F' mit Anfangspunkt F(tk 1, A1),

also ist F stetig fortgesetzt und hat Liftungseigenschaft.
O

Satz 8.3 Seip:Y — X Uberlagerung und zp € X

1. Fiir jedes yo € 71 ({xo}) ist ps : (Y, yo) — m1(X, z0) injektiver Gruppenhomo-
morphismus. Wir setzen G(yo) = p«(m1(Y, y0))

2. Seien yo,y1 € ™ *({xo}). Ist u : [0,1] — Y Weg von yo nach y; so gilt mit
[pou] =:a € m (X, o)
G(y1) = o™ G(yo)ar

3. Ist a € m (X, z0) so gibt es y; € p~1({xo}) mit G(y1) = o 'G(yo)x

Beweis:(1) Sei [u] € m(Y,yo) mit p o u ~ Punktweg c,,. Lift von x,, ist
Punktweg c,,
Satz 8.2 = u homotop zu ¢y, relativ {0,1} (feste Endpunkte) = [u] = e in

(Y, %0).

(2) Sei v Schleife in y;. Dann gilt v ~ u~! % u* v+ u~! * u relativ {0, 1}

= pu([v]) = [(pou)txpo(urxvrul)x(pou) =a  p([uxv*ut])a
Wiéhle Schleife u in zp mit [u] = «

(3) @:[0,1] = Y zugehoriger Lift mit @(0)

1 = %0
Mit y := a(1) folgt p(y1) = u(1) = zo, mit (2)

folgt G(y1) = o 'G(yo)cx
[l

Satz 8.4 (Abbildungsliftungssatz) Sei p : (X, %) — (X, zg) eine Uberlagerung. Fiir

f:(Y,y0) = (X, z0) stetig sind folgende Aussagen dquivalent
L. fu(m(Y,90)) C pe(m (X, E0)) = G(io)
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2. Es gibt f(Y,y0) — (X, &) stetig mit po f = f

~ (X’jO)

f 7

(Y, o) . (X, o)

Zusatz Wenn Lift f existiert, so eindeutig

Bemerkung Y einfach zusammenhéngend (71(Y, yo) = {e}) =Lift existiert immer

Beweis:(2) = (1):po f=f = peo fu = fr = (1)

(1) = (2) : Konstruktion von f lings Wegen.

Zu y € Y wahle Weg v von yg nach y, u = f ov Weg in X von f(yo) = xo
nach f(y)

Sei @ Lift von u mit @(0) = Zo. Setze f(y) = a(1)
Sei v’ anderer Weg von g nach y;. [u' * u!] = fi[v' * v™!] € G(Zo) nach
Vorraussetzung

= u' x u~! ist Schleife in zg

= @'(t) = (W *ut)(L),t €[0,1]

at) = (' *u=1)(1 — L),t € [0,1]

= /(1) = o *u=t(}) = a(1)

Damit f : (Y, o) — (X, &) wohldefiniert mit po f = f

Steigkeit von f Ziel: Stetigkeit in y; € YV

Setze r1 = f(y1) € X, %1 = f(y1) € X

Waihle Umgebung U von z; mit Uberlagerungseigenschaft. Es gibt Umge-
bung W von z; mit p: W S U

Sei V' Umgebung von y; mit f(Y) C U und V wegweise zusammenhéngend
Nach Konstruktion gilt: f = (plw) tofauf V= f stetig

Zur Eindeutigkeit von f: Sei v Weg von yo nach y = f(v(t)) Lift von f(v(t))
mit f(v(0)) = Zo (denn p(f(v(t))) = f(v(t)) ) .
Eindeutigkeit des Lifts (Satz 8.1) liefert f(v(t)) eindeutig, insbesondere f(y) =
f(u(1))

g

Definition 8.2 Scien p; : (Y;,4;) — (X, z0) Uberlagerungen.
a) f:(Y1,y1) = (Ya,y2) heiBt Uberlagerungsmorphismus falls py o f = py
b) f Uberlagerungsisomorphismus, falls f bijektiv und f, =1 Uberlagerungsmorphismen

¢) Decktransformation (covering transformation) falls f : Y — Y Uberlagerungsauto-
morphismus
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Bemerkung Menge der Decktransformationen einer Uberlagerung ist Gruppe

Beispiel 8.2 p:R — S!,p(t) = €, ¢ : R — R Decktransformation (stetig) = 3k € Z :
o(t) =t + 27k

Folgerung 8.1 Gegeben seien Uberlagerungen p; : (Y1,y:) — (X,zp) fur i = 1,2.
Aquivalent sind:

L. G(y1) C G(y2)

2. Es gibt einen Uberlagerungsmorphismus (Y1, 1) EN (Ya,y2). Dieses f ist eindeutig
bestimmt

Beweis:(2) = (1): p2o f = p1 = (p1)« = (p2)« © fv = G(y1) C G(y2)
(1) = (2) : Abbildungsliftungssatz, Existenz und Eindeutigkeit nach Satz 8.3

O

Folgerung 8.2 Sei p: X — X Uberlagerung
Sind yo,y1 € p~1({z0}), dann sind #quivalent:

L G(yo) = G(y1)
2. do €Deck(p) mit o(yo) = y1 eindeutig bestimmt

Beweis:(2) = (1) : G(yo) = p«(m1(Y,y0)) = (po o) (m1(Y,y0)) (o €Deck(p))
(_)p*(aik()ﬂ 1(Y,90))) = pe(m(Y,y1)) = G(y1)
1

(X, 50) (X, 1)
\X /
o)

Nach Folgerung 8.1 existieren Uberlagerungsmorphismen o, T wie oben
(X.40) PO(TO0)=(Por)oo=p

(Xa yo) P

(Xv .730)
7 o ¢ Lift von p mit (7 00)(yo) = yo
Eindeutigkeit in Satz 8.3: 7 o 0 =id; = o Decktransformation
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Erinnerung Sei G eine Gruppe, H C G. Dann N(H) = {a €G|aHa ! = H} Nor-
malisator von H

1. N(H) ist Untergruppe von G
2. H Untergruppe = H Normalteiler von N(H)
3. N(H) ist grofite Untergruppe in G, in der H Normalteiler ist

Satz 8.5 Seip: (X,%) — (X, z0) Uberlagerung und N (Zg) C (X, zo) der Normali-
sator von G(Z(). Dann existiert ein surjektiver Gruppenhomomorphismus ¢ : N(zo) —Deck(p)
mit ker¢ = G(Zo)

Spezialfall X einfach zusammenhéngend, G(i) = {e} und N (&) = m (X, z0)
Deck(p) = m1(X, x0)

Beweis:

a) Konstruktion von ¢ : N(Zg) —Deck(p)
Sei [u] € N (&) mit u Schleife in zg. Lifte zu Weg @ in X mit @(0) = &g
Setze &1 = u(1). Es gilt: G(%1) = [u] G (%o)[u] (Satz 8.3)
= G(Zy), da [u] € N(zp).
Folgerung 8.2 = Jo €Deck(p) mit o(Zg) = #; eindeutig. Setze ¢([u]) =
o

b) ¢ Gruppenhomomorphismus
o = o([u]) : o(F0) = (1), 7 = 6([e]) : 7(F0) = (1)
Sei p = g [u-+ 0]), also p(Fo) = u % v(1)
Zu zeigen: (o0 o 7)(Zo) = p(Zo), dann folgt o o 7 = p nach Eindeutigkeit
Folgerung 8.2

(2t 0<t<i
Der Lift von u * v lautet u(~ ) L 2
o(@(2t—1)) L<t<1
Denn bei t = 3 gilt 0(3(0)) = (&) = @(1) = stetig zusammengesetzt
=v(2t - 1)V

p(o(5(2t 1)) = p(d(2t — 1)
= p(E0) = o(B(1)) = o(r(Z0)

c) ¢ ist surjektiv
Sei o €Deck(p) gegeben. Setze T1 = o (o). Sei u Weg von &y nach Iy,
also u = p o w Schleife is xp € X
Setze a = [u], G(%1) = a~'G(F¢)a nach Satz 8.3
Nach Folgerung 8.2 gilt aber G(Z1) = G (&)
= a € N(Zy), also 0 = ¢(a) wie verlangt

d) Bestimmung von Ker¢
a € G(Z9) & a = [po ] mit @ Schleife in Zg : a(1) = Zg
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& ¢(a)(Zo) = To & P(a) = id ¢ nach Folgerung 8.2
& a €Kerg

Definition 8.3 Eine Uberlagerung p : X — X heift
a) universell < X einfach zusammenhingend

b) regulir oder galoissch, falls fiir alle # € X gilt: G(Z) ist Normalteiler in 7 (X, z),
wobei z = p(Z)

Satz 8.6 Fiir cine Uberlagerung p : X — X sind #quivalent:
1) p ist regulér

2) Deck(p) operiert transitiv auf jeder Faser p~!({z})

3) Deck(p) operiert transitiv auf einer Faser p~!({zo})

Beweis:1) — 2): Seien 1,72 € p~t({x})

G(72) = a 'G(#1)a mit einem a € m (X, 1) (Satz 8.3) = G(¥;) (nach
Vorraussetzung)

Folgerung 8.2 = 3o €Deck(p) : 0(21) = 2

3) = 1): Wir zeigen G(Zp) ist Normalteiler von 71 (X, ) mit g € p~*({z0}),
dann folgt 1) aus folgendem Lemma 8.1

Zu a € (X, zg) wihle ein 1 mit G(Z1) = o~ 'G(Zg)a (nach Satz 8.3 (3) )
Nach Vorraussetzung gilt 1 = 0(Zg) mit o €Deck(p) und damit G(Z;) =
G (%) nach Folgerung 8.2

= G(%9) = a 1G(mg)a = G(T) ist Normalteiler von 71 (X, z0)

g

Lemma 8.2 Seip: X — X Uberlagerung. Gilt (%) G(&o) Normalteiler von 7 (X, o)
mit xg = p(Zo) fiir ein Tg € X, so ist p reguldr, d.h. (x) gilt fiir alle z € X

Beweis: Sei v Weg von xg nach x1. ¢ : (X, 20) = m(X,21),0,([u]) =
[yt s uxn]

¢~ ist Gruppenhomomorphismus mit ¢ = Gy-1

Sei 4 Lift von v mit 4(0) = Zg. Setze 1 = (1), also p(Z1) = p(¥(1)) =
V(1) =21

Behauptung: ¢~(G(Zo)) = G(&1)

Denn fiir @ Schleife in Zo und v = po @ gilt ¢o( [u] ) = [y~*
—~—

Uk ey =
€G(Zo)

[po (7 txuxd)] =pfy txuxd] € G(i1)
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= ¢,(G(Z0)) C G(&1). Weiter G(Zo) D ¢,-1(G(Z1)) = ¢5'(G(1)), also
»-(G(x0)) D G(Z1) =Behauptung
Sei a € m (X, z0), () LG (71)d~ () durchléuft die volle 71 (X, x1)
= ¢, (o' G(%0) @) = G(i1)
———

=G(%o)
O

Satz 8.7 Seil Untergruppe der Homéomorphismengruppe von X (wegzusammenhangend)
die eigentlich diskontinuierlich operiert. Dann ist p : X — X /T eine regulére Uberlage-
rung mit Decktransformationsgruppe Deck(p) =T'

Definition 8.4 Gruppe I operiert eigentlich diskontinuierlich auf X < Vx € X gibt es
eine Umgebung U mit U N g(u) = Vg € T'\ {id}

(1) Insbesondere operiert I' frei (ohne Fixpunkte) g(z) # 2Vz € X, g € T'\ {id}
(2) Fiir g # ¢ gilt mit U Umgebung von z wie in Def. 8.4 gUNg'U = g(UNg tg'U) =0

(3) Seip: X~_> X I“Jberlagerung. Dann operiert I' :D_eck(p) eigentlich diskontinuierlich
Zu z € X wahle Umgebung U von z = p(Z) mit Uberlagerungseigenschaft:

p Y (U) = | V; disjunkt, p |y;: V; — U homeomorph. Dann gilt V;Na (V;) = 0 fiir alle
1€I

o €Deck(p) \ {zd } Andernfalls gibt es o € Vi, &2 = 0(%1) mit &, € V;, 0 #id;
= p(Z2) = p(o(71)) = p(Z1) = 71 = T2, da p |y; injektiv
= 0 = id ; nach Folgerung 8.2 4

Beispiel 8.3 I'=(R,4+), I xR >R, (g,2) =g+

" operiert nicht eigentlich diskontinuierlich: Angenommen es gibt § > 0 mit (—d,d) N
(94 (—6,9)) = 0¥g € R\ {0} falsch fiir |g| < 26

{+£1} operiert eigentlich diskontinuierlich auf S', z — —x

Beweis (Satz):

a) Sei [Z] € X/T. Nach Vorraussetzung existiert Umgebung V' von # so
dass VNo(V) = 0o € T\ {idg}. Dann ist U := p(V) Umgebung
mit Uberlagerungseigenschaft. Denn p~'(U) = U o(V), p: V = U

oel’
surjektiv, injektiv, offen = homdomorph

b) T operiert trainsitiv auf jeder Faser (= |J {o(z)}))
oel

Satz 8.6 = p ist regulir (betrachte X \ I' wegzusammenhiingend, da X
wegzusammenhéngend)

Weiter I' CDeck(p). Da I transitiv auf den Fasern operiert gilt Deck(p) =
T
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0

Satz 8.8 Sei X — X universelle Uberlagerung (d.H. X einfach zusammenhéngend).
Ist Y 5 X beliebige Uberlagerung, so existiert Uberlagerung X = Y, so dass gom = p

Beweis: Da m1(X,Zo) = {e} existiert 7 : X — Y stetig, so dass gom = p
(Liften von Abbildungen) )
Zu y € Y wihle Umgebung U von ¢(y) mit Uberlagerungseigenschaft fir p.
Dann hat V = ¢~}(U) die Uberlagerungseigenschaft fiir 7, denn 7= 1(V) =
g U)) = (gom) " (U) =p'(U)
= J W; disjunkt, p |w,: W; — U homeomorph

i€l
Beachte: 7 |w,: Wi — ¢~ (U) =V, (qom)(W;) = U n(W;) C ¢ 1 (U), q(v(W;)) =
U
Konsequenz: Je zwei universelle Uberlagerungen sind Uberlagerungsisomorph
(folgt aus Satz 8.8)

O

Definition 8.5 X semilokal einfach zusammenhéngend < Zu jedem xy € X existiert
Umgebung U, so dass jede Schleife in U nullhomotop in X

Beispiel 8.4 X einfach zusammenhéngend (U := X)
Zu g € X existiert einfach zusammenhédngende Umgebung U (Beispiel: Jede topologi-
sche Mannigfaltigkeit)

Feststellung X 2 X universelle Uberlagerung = X semilokal einfach zusammenhéngend

U Umgebung mit Uberlagerungseigenschaft: p='(U) = |J V;. Ist 4 Schleife in U, so ist
i€l

5 = (p |v;) ! o v Schleife in V;. ¥ zusammenziehbar in X. Projiziere nach unten — Zu-

sammenziehung in X

mit anderen Worten: “semilokal einfach zusammenziehend” ist notwendige Bedingung
flir Existenz der universellen Uberlagerung

Satz 8.9 (Existenz der universellen Uberlagerung) Sei X zusammenhéingend, lokal
wegweise zusammenhéngend und semilokal einfach zusammenhéngend. Dann existiert
universelle Uberlagerung p: X — X

Beweis: Eine Umgebung U in X heifle einfach, wenn U wegweise zusam-
menhingend und jede Schleife in U ist nullhomotop in X. Nach Vorrausset-
zung hat X eine topologische Basis aus solchen Umgebungen.
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(1) Fixiere 29 € X und setze X = {[u] | u € C°([0,1], X) A u(0) = o}
(Homotopien mit festen Endpunkten)
p: X — X,p([u]) = u(l) € X (wohldefiniert)

(2) Topologie auf X
Beschreibung durch Basismengen: Sei @ € X und U einfache Umgebung
von p(a) = (1)
V(a,U) :={[uxv] | u € a,v Weg in U mit v(0) = a(1)} € X
Sei B € V(a, U)NV(a/,U"). Also = [u*v] mit u € @ und v Weg in U
= V(B,Up) = {[uxv*w] | w Weg in Uy}
Fir Uy C U folgt V(a,Uy) C V(a,U)
Up C (UNU) folgt V(B,Up) C V(a,U) NV (c/,U") =Schnitt offen
= Topologie wohldefiniert

0

Bezeichnung X heif3t hinreichend zusammenhdngend, wenn wegweise zusammenhéangend,
lokal wegweise zusammenhéngend (d.H. Vax € X gibt es eine Umgebungsbasis aus weg-
weise zusammenhéngenden Mengen) und semilokal einfach zusammenhéngend

Satz 8.10 (Hauptsatz der Uberlagerungstheorie) Sei X hinreichend zusammenhéngen-
der topologischer Raum und xzy € X

1. Zu jeder Untergruppe G C m1(X,xo) gibt es eine Uberlagerung p : (Y,50) —
(X7 xO) mit p*(ﬂ-l(Y7 Z/O)) = G

2. Zwei Uberlagerungen p1, ps von Y; /2 — X sind genau dann isomorph, wenn die
Gruppen G(Y7), G(Y2) konjugiert sind
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