
LinA

LinA I
Vektorraum:

1. (V,+) abelsche Gruppe

2. Distributivgesetz 1: (λ+ µ) · ~v = λ~v + µ~v

3. Distributivgesetz 2: λ(~v + ~w) = λ~v + λ~w

4. Assoziativgesetz: (λµ)~v = λ(µ~r)

5. 1K~v = ~v
Elementarmatritzen:

1. T`,k ·A: Zeilen `, k vertauschen

2. R`,k(λ) ·A: `-te Zeile +λ · (k-te Zeile)

3. S`(λ) ·A: λ · `-te Zeile
Dual-/Orthogonaler UVR:

W ⊂ V WO := {f ∈ V ∗ : f(w) = 0∀w ∈W}

Duale Basis:

{v∗1 ...v∗n} v∗i (vj) = δij∀i, j

Duale Abbildung:

f∗ :W ∗ 7→ V ∗

α 7→ α ◦ f

(MatAB(f))t =MatB
∗

A∗ (f∗)

Gruppenwirkung:

1. φ(e,m) = m

2. φ(g, φ(h,m)) = φ(g · h,m)
Determinante: Def:

1. Linear in jeder Zeile

2. alternierend (Ai = Aj ⇒ det(A) = 0)

3. det(En) = 1

det(A) =
∑
σ∈Sn

(sgn(σ)
n∏
i=1

aiσ(i))

A =

(
B1 C
0 B2

)
⇒ det(A) = det(B1) · det(B2)

det(A) =
n∑
j=1

(−1)i+jdet(A′ij)Aij

Kleinscheiß:

(A ·B)−1 = B−1 ·A−1

f : V 7→W dim(V ) = dim ker(f)+ dim Img(f)

LinA II
Jordannormalform:
algebraische Multiplizität→ dimHau
dimKer(f − λEn)→Anzahl Jordanblöcke
(f − λEn)r = 0 → r ist Größe des größten Jordan-
blocks
Minimalpolynom: PA =

∑
i(λi − x)ri

ri ist Größe des größten Jordanblocks
Skalarprodukt:
Positiv definite, symmetrische Bilinearform

〈x, v〉 = 〈y, v〉 ⇒ x = y

Euklidisches Skalarprodukt: 〈x, y〉 = xty

Euklidische Norm: ||x|| =
√
〈x, x〉

Euklidischer Abstand: d(x, y) = ||x− y||
Orthogonale Vektoren:
〈v1, v2〉 = 0
Orthonormalbasis:
〈vi, vj〉 = δij
v =

∑
λivi 〈v, vj〉 = λj

Sesquilinearform:
b : V × V 7→ K, Linear in der ersten Komponente, Se-
milinear in der zweiten.
Hermitesch: b(v, w) = b(w, v) ∼Matrix: A = A

t

Euklidischer Vektorraum: reell+Skalarprodukt
Unitärer Vektorraum: Komplex+pos.def. Hermite-
sche Form
Norm: V 7→ R

1. Halblinear: ||λv|| = |λ| · ||v||

2. Dreiecksungleichung: ||v + w|| ≤ ||v||+ ||w||

3. Posität: ||v|| = 0⇔ v = 0

Metrik: M ×M 7→ R≥0

1. Symmetrie

2. Dreiecksungleichung

3. d(x, y) = 0⇔ x = y
Cauchy-Schwarzsche Ungleichung:

|〈v, w〉| ≤
√
〈v, v〉

√
〈w,w〉

Orthogonale Projektion: U ⊂ V {u1...un}
Orthonormalbasis

v = p(v) + r(v) p(v) =

n∑
i=1

〈v, ui〉ui

Gram-Schmidt:

u′i = vi −
i−1∑
j=1

〈vi, uj〉uj ui =
1∣∣∣∣u′i∣∣∣∣u′i

Adjungierte Abbildung:

f : V 7→W fad :W 7→ V

〈f(v), w〉 = 〈v, fad(w)〉

Selbstadjungiert: 〈f(v), w〉 = 〈v, f(w)〉
⇔ At = A mit Orthonormalbasis (symmetrisch/hermi-
tesch)
Alle Eigenwerte reell, diagonalisierbar
Orthogonale/Unitäre Abbildung:

〈v, w〉 = 〈f(v), f(w)〉

⇒ f−1 = fad

1. ||v|| = ||f(v)||

2. λ Eigenwert⇒ |λ| = 1

3. v ⊥ w ⇒ f(v) ⊥ f(w)

4. injektiv

5. isomorph, f−1 orthogonal/unitär
Orthogonale Matrix (On): A−1 = At

SOn = {A ∈ On | det(A) = 1}
Spalten-/Zeilenvektoren haben Länge 1 und ⊥
Normalformen:

det = 1, n = 2 :

(
cos(α) − sin(α)
sin(α) cos(α)

)
Drehung, i.A. keine Eigenwerte

n > 2 :



1 0

. . .
1
−1

. . .
−1

n = 2


reelle Eigenwerte ±1

det = −1 :

(
cos(α) sin(α)
sin(α) − cos(α)

)
Spiegelung, Eigenwerte ±1
Unitäre Matrix (Un): A−1 = A

t

SUn = {A ∈ Un | det(A) = 1}
Spalten-/Zeilenvektoren haben Länge 1 und ⊥
Diagonalisierbar mit Orthonormalbasis
Normaler Endomorphismus:

fad ◦ f = f ◦ fad

Kleinscheiß:
symmetrisch/hermitisch: pos.def.⇔Eigenwerte>0
Hurwitz-Kriterium: pos.def.⇔ jede obere linke Teilma-
trix hat det>0


