Vorlesungsmitschrift Kommutative Algebra
und Algebraische Geometrie

Aktueller Stand: 26. Juli 2012

1 Raume, Ringe, Moduln

Sei k ein kommutativer unitérer Ring. Betrachte

k[T, ..., T, x k" = k
(f,x) = f(x)

Definition 1.1 I C k[T1,...,T},]
Z(I):={z k™| f(z)=0Vf eI}
“Nullstellenmenge von I”

Beispiel 1.1 k=R, n =2, Z({2? +y? — 1}) = Einheitskreis
k=R, Z((z? + y? — 1)zy) = Einheitskreis, 2-Achse, y-Achse
Z(2? +y? —1,2) = nur noch (0,1) und (0, —1)

Definition 1.2 Z C k", I(Z) ={f € k[T, .. T,)] | f(z) =0Vx € Z}
“Verschwindungsideal von Z”

Das ist ein Ideal, weil wenn 2 Funktionen bei all den = verschwinden, dann auch ihre
Summe. Genauso, wenn eine Funktion auf der Teilmenge verschwindet, dann verschwin-
det auch das Produkt des Polynoms mit einem anderen.

Definition 1.3 Z C k™ heiit “algebraisch” < 3JA C k[T, ...T,,] so dass Z = Z(A)
Bemerkung: Sei k ein Kérper (es geht meistens um Korper und dann auch meistens um
algebraisch abgeschlossene), dann gilt Z C k algebraisch, genau dann wenn |Z| < oo oder
Z =k. Z(0) = Z(0)k™. Beispielsweise, ist der Wertebereich des Cosinos als Teilmenge
der Ebene nicht algebraisch.
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Satz 1.1 Sei k£ ein kommutativer Integritétsbereich. So bilden die algebraischen Teil-
mengen von k™ abgeschlossene Mengen einer Topologie auf k™. Diese heifit “Zariski-
Toplogie”

Einschub: X Menge, Eine Toplogie auf X ist eine Teilmenge der Potenzmenge T C
P(X), so dass gilt:

1. T ist stabil unter endlichen Schnitten: U,V € T=UNV €T und X € T
2. T ist stabil unter beliebigen Vereinigungen: U C T = JU € Tund D € T

Die Elemente von T heiflen die “offenen Teilmengen von X”

Beispiel 1.2 Die offenen Teilmengen eines metrischen Raums X bilden eine Topologie.

Definition 1.4 (X, T) sei ein topologischer Raum. A C X heifit abgeschlossen gdw
X \ A offen. Weifi man also in einer Topologie was die offenen Mengen sind, kennt man
auch die abgeschlossenen und umgekehrt.

Beweis: Es reicht zu zeigen, dass das System A C P(k™) der algebraischen
Teilmengen stabil ist unter endlichen Vereinigungen und beliebigen Schnit-
ten. (Gerade umgekehrt, weil es hier um die abgeschlossenen geht, in der
Definition sind aber offene gegeben)

Nzo=2zJDn

IeJ IeJ
J C Pk[T, ..., Ty))

Denn der Schnitt aller Nullstellenmengen der Polynome, ist ja gerade die
Menge der Nullstellen der Vereinigung aller Polynome

Z(h)UZ(I2) = Z(fg|f € h,g € I2)

C: Wenn eines von beiden verschwindet, dann natiirlich auch das Produkt
O: Wenn oz ¢ Z([1) UZ(2) — 3f € I1,g € I = (fg)(z) # 0 — = ¢
Z(fglf € I1,g € I5) O = Z(1) Denn nicht Nullring und Integritatsbereich.
k™ = Z(0)
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Hilbertscher Nullstellensatz Teil 1

Sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper (k = k). Sei I C k[T1,...,T,) ein Ideal und
fe k[Tl, ...,Tn].
Z(f) > Z(I) - 3N € Nmit fN eI

Gegenbeispiel: k=R Z(1) =0 = Z(1 +T?) aber 1V # 1 4 T?YN Also ist der HN in
den reellen Zahlen schlicht falsch.

Konsequenzen aus dem HN [ C k(Ty,...,.T,| 1N ¢ I = Z(1) C Z(I) = Z(I) # 0
Sie k ein Kring
IC k[k[Tl, 7Tn] und Z( ) =0 = k[Tl, . ,Tn}
ACBCE"=I(A) DI(B)
)

ICJCkT,.. T,)=2I)>Z2(J
ACK", Z(I(A) DA
J Ck[Ty,..T,), I(Z(J)) D J

= I(Z(I(A))) = I(A) Insbesondere A C k™ algebraisch, so Z(I(A4)) = A

Lemma 1.1(Abschluss in der Zariski-Topologie) A C k" mit k kommutativer Inte-
gritiitsbereich, so Z(I(A)) = A + Abschluss in der Zariski-Topologie.

Definition 1.5 (X,T) topologischer Raum, A C X
Der Abschluss von A in X ist die kleinste abgeschossene Teilmenge von X, der A umfasst.

A |J B

BCXBDA

Beweis: 7B D A und B abgeschlossen in k™:= B D Z(I(A))

BoA = I(B) C I(A) = Z(I(B)) > Z(I(A))

Aber Z(I(B)) =B
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Beispiel 1.3 A C R und A unendlich == A =R

I(A)=<0>und Z(I(A))=2(<0>)=R

{(z,y) € Qa? +y? = 1} = {(z,y) € R?|2® +3* = 1}

Allgemein hat jede unendliche Teilmenge des Einheitskreises, bereits den ganzen Ein-
heitskreis als Abschluss.

Definition 1.6(Moduln iiber Ringen) R Ring. Ein R-Modul ist eine abelsche Gruppe
RxM — M

(M, +) mitsamt einer Abbildung
(r,m) — rm

so dass gilt (Vr,s € R,Ym,n € M):

Im=m
r(sm) = (rs)m
(r+s)m=rm+sm

s(m+mn) = sm+ sn

A~ Y~~~
S v
QL = W N =
— — — ~— ~—

Beispiel 1.4 R, R", jedes Ideal von R.
Fiir jede abelsche Gruppe M gibt es genau eine Struktur als Z-Modul Z x M — M.

Heuristik: 2m = (1+1)m = 1m+ 1m = m+m. So gibt die Addition bereits die ganze
Multiplikation vor. Es gibt also keinen Spielraum mehr.

Unterschiede zu VR: Nicht jeder endlich erzeugte R-Modul ist isomorph zu R". Bsp:
Z/5Z nicht zu Z™

Definition 1.7 X topologischer Raum, ¥ C X heifit dicht in X genau dann, wenn
Y=X

X, X’ topologische Raume, f : X — X’ heifit stetig genau dann, wenn U’ C X’ offen
= f~HU") C X offen

f: X = X’ heifit Homdomorphismus genau dann, wenn f stetig+bijektiv und f~! stetig

Definition 1.8 ¢ : R — S Ringhomomorphismus und M € S-Modul, so mache M zu
R-Modul durch die Vorschrift rm := ¢(r)m (Restriktion der Skalare)

Beispiel 1.5 ¢ : R — C. Jeder komplexe Vektorraum wird durch Restriktion der Skalare
zu reellem Vektorraum
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Beispiel 1.6 R D aldeal, o : R — R/a
R/a wird durch Restriktion der Skalare ein R-Modul

Definition 1.9 R Ring, M, N € R-Modul. Hompg(M, N) ist die Menge aller R-Modulhomomorphismen.
Hom ist eine Abelsche Gruppe. Falls R kommutativ ist Hom ein R-Modul

Lemma 1.2 R Ring, M € R-Modul:

Hompg(R, M) — M
e — (1)

('7m) «m
r—nr-m

= Untermodul

= M € R-Modul, T C¢ M = (T)r C M das von T erzeugte Untermodul

{Tltl 4+ .. gt ’ tieT,r; € R,s> O}

= FKin Modul heifit endlich erzeugt gdw es von einer endlichen Teilmenge erzeugt wird

Achtung: Ein Untermodul von einem endlich erzeugten Modul muss nicht endlich er-
zeugt sein!

Beispiel 1.7 Q[X, Xy, ...] D{alle Elemente ohne konstanten Term}= I nicht endlich
erzeugt, aber Ideal.
I/I? hat Q-Basis (X;)ien

Definition 1.10 Ein Modul heifit zyklisch, gdw es erzeugt wird von einem Element

Satz 1.2 M D N ein Modul mit Untermodul, so gibt es auf M /N genau eine Struktur
als R-Modul, so dass M — M /N ein Homomorphismus von R-Moduln ist.

(Universelle Eigenschaft) Fiir jeden weiteren R-Modul L:

o can

Hompg(M/N,L) — {¢ € Homgr(M, L) | p(N) =0}

M can M/N

N4

L
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Definition 1.11 R Ring, (M))ea Familie von Moduln [[ My = {(m))aea | ma € My}
AEA
R-Modul heifit Produkt der M) @ M) = {(mx)aea | my = 0 fiir fast alle A} Direkte
AEA
Summe der M)

L € R-Modul

Homp(L, HMA) AN H Hompg(L, M)
AEA

© — (Pry o P)rea
Homp (€D My, L) = [ ] Hompg(My, L)
AEA AEA
© — (poiny)rea

Definition 1.12 Eine Basis eines Moduls ist ein linear unabhingiges Erzeugendensy-
stem.

Ein Modul iiber einem Ring heifit frei gdw er eine Basis hat (m;);c; Familie in R-Modul
M (=Abbildung I — M) ist linear unabhéngig gdw

Zrimi =0= aller; =0
i€l
Definition 1.13 I Menge, R Ring, RI = {¢:I — R | p(i) =0 fur fast alle i} = P R
el
heif3t freier R-Modul tiber I

o can

Hompg(RI, M) —Ens(I, M)

Bemerkung (m;);es ist Basis von M gdw

RI —- M
i = m;

ein Isomorphismus ist

Beispiel 1.8 R Nullring

V ein k-Vektorraum von abzahlbar unendlicher Dimension, R =End;V. Ist W ein k-
Vektorraum, so ist Homy (W, V') ein R-Modul. Ist W auch von abzdhlbarer Dimension, so
Homy (W, V) = R als R-Modul. V = W & Wy mit W; abziihlbar unendlicher Dimension.
Homy(V, V) =Homy (W1, V)@Homy (W2, V). Also R=R® R
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Lemma 1.3 R # 0 kommutativer Ring, n,m € N mit R” = R™ als R-Modul, so ist
m=n.

Bemerkung Ist M freies, endlich erzeugtes R-Modul, so gibt es genau ein n mit
M = R". n =rang(M) (Falls R # 0 kommutativ)

Beweis::

@

n<m,R”(A%)>Rm,A€M(m><n,R)

AB = FE,,, BA = E,, - funktioniert net :-P

Definition 1.14 Ein Modul heifit noethersch gdw der Modul und alle seine Untermoduln
endlich erzeugt sind.

Ein (nicht-)kommutativer Ring heiit (links-)noethersch gdw er noethersch ist als Modul
iiber sich selbst. (Kommutativ:< Jedes Ideal ist endlich erzeugt)

Beispiel 1.9 : Z, Hauptidealringe, k[ X]...

Proposition
1. Jeder Untermodul und jeder Quotient eines noetherschen Moduls ist noethersch.
2. Ist M D N Modul mit Untermodul, M /N und N noethersch = M noethersch
Anders ausgedriickt: Sei R ein Ring, M’ i) M 2% M" cine kurze exakte Sequenz von
R-Moduln, so gilt:

M noethersch & M’ und M" noethersche
(f injektiv, g injektiv, kerg =Img)

l:lbung R Kring, I C R Ideal, R noethersch = R/I noethersch

Lemma 1.4 Sei R noetherscher Kring, so ist ein R-Modul noethersch gdw er endlich
erzeugt ist

Beweis:= trivial.

< M endlich erzeugt = R"™ — M (gibt Surjektion)

M = Rmj + ...+ Rmy, (r1,...,70) = rimq + ... + rymy, R™ ist noetherscher
R-Modul
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R2
inj p23

R < R® % R? - Induktiv
g

Korollar Jede Untergruppe von endlich erzeugten abelschen Gruppen ist endlich er-
zeugt (R=17)

Satz 1.3(Hilbert’scher Basissatz) Ist R noetherscher Kring, so ist auch R[X] noethersch.

Beweis:Jedes Ideal I C R[X] ist endlich erzeugt. Sicher bilden die Leitkoef-
fizienten von Polynomen aus [ ein Ideal a C R

Da R noethersch ist a endlich erzeugt von aq, ..., a,. Diese sind Leitkoeffizi-
enten von f1,..., fr € I C R[X]

Sei m maximal unter den Graden der Polynome f;. Ist h € I gegeben mit
gradf > m, so 3by, ..., b, und vy, ..., v mit

grad(h — by X" fi — ... — b, X" f,) <gradh
Induktiv: Fiir A € I finde ich ¢y, ..., ¢, € R[X] mit
grad(h—cifi—...— ¢ fr) < m. Aber IN(R+RX +...+RX™ 1) ist R-Modul

von R+ RX + ...+ RX™ !, also erzeugt von g1, ..., gs € I als R-Modul. Also
I = <f17"'7f7“7g17“'7gs>

O

Korollar K Korper oder noetherscher Kring, so K[X1, ..., X;,] noethersch.

Beweis:Induktion.

Lemma 1.5 Fiir einen Modul M sind gleichbedeutend:
1. M noethersch, also jeder Untermodul endlich erzeugt
2. Jedes nichtleere System von Untermoduln besitzt ein maximales Element
3. Jede aufsteigende Folge von Untermoduln My C M; C ... wird stationar, d.h.
dn so dass M,, = M1 = ...

[e.9]

Beweis: 1 = 3 : My C M; C ... Untermoduln, so (J M; ist Untermo-
i=0

dul, also endlich erzeugt von my, ..., ms, also In mit msq,...,mgs € M,, also

Mn = Mn+1 = ... = U = <T)’L17 ...,m5>
=1 = —3:= 3U C M nicht endlich erzeugter Untermodul.
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Wihle induktiv u; € U \ (ug, ..., ui—1)

Bilde M; = (uyg, ..., u;) aufsteigende Kette von Untermoduln, die nicht stabi-
lisiert.

2 < 3 Ist (X, <) partiell geordnete Menge, so sind gleichbedeutend:

a) Jede nichtleere Teilmenge besitzt maximales Element

b) Jede monoton wachsene Folge wird stationér

Definition 1.15 Sei A — B Kringhomomo
a) B heifit endlich tiber A gdw es endlich erzeugt ist als A-Modul

b) B heifit von endlichem Typ tiber A gdw es endlich erzeugt ist als Ring {iber A, also
erzeugt als Ring vom Bild von A mit endlich vielen weiteren Elementen

c¢) Ein Element b € B heifit ganz (bei Korper algebraisch) tiber A gdw es Nullstelle ist
eines normierten Polynoms in A[X]

d)

Beispiel 1.10 A[X] nicht endlich tiber A, falls A # 0
Z[X] von endlichem Typ tber Z, A[X1, ..., X;;] von endlichem Typ iiber A

Satz 1.4(Korpertheoretischer Hilbert’scher Nullstellensatz) Jede Korpererweiterung
von endlichem Typ ist endlich
k C L Korper, sd 3z1, ...,z € L mit L = k[x1,...,x,], so dimpL < 0o

Billigbeweis fiir k tberabzahlbar Falls 1, ..., x, algebraisch tiber k, so
[L: k] < oo
Falls [L : k] = 0o, so 3i mit x; =: t transzendent iiber k

k(1)
dimyk(t) iiberabzéhlbar, (;X5)xex € k(t) k-linear unabhéingig, also dimyL
abzahlbar 4

Lemmall6 A—B—C
1. B endlich iiber A und C endlich tiber B, so C' endlich iiber A

2. Gleiches fiir “von endlichem Typ”
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Beweis: 1: B = Aby + ... + Ab,, C = Bey + ...+ Bey = C =) Abjc;
,J

2: B = A[bl, ...,br], C= B[Cl, ...,CS] =C = A[bl,...,br,cl, ...,CS]

O
Lemma 1.7 B = Alxy,...,z,] und alle z; ganz iiber A, so B endlich iiber A
Beweis: x1 € B ganz iiber A.
B « A[X]/(P), P normiert vom Grad m
B A[X]/(P)
A+ AX + .+ Ax™!
U

Satz 1.5(iiber Korpererweiterungen endlichen Typs) Sei L D k Korpererweiterung.
Ist L von endlichem Typ iiber k, so ist L endlich iiber &

Beweis:L = kleq, ..., ep]
Sind alle e; algebraisch iiber k, so ist [L : k] < 0o
Sonst géabe es eine maximale algebraisch unabhéngige Teilfamilie oBdA eq, ..., e;:

K['Ty,...,T,] — L injektiv
T; — e

aber €,41, ..., e, algebraisch tiber K =Quotk['Ty,...,T;| = k('Ty, ..., T})

Die Koeffizienten der Minimalpolynome der e; tiber K fiir ¢ = r+1,...,n
erzeugen iiber k einen Teilring A C K noethersch.

(k C A C K CL weil L = Alept1,...,e,] mit e;

noethersch, endlich erzeugter k-Kring

endlich
ganz iiber A)

Da A noethersch, K endlich iiber A, also K endlich erzeugt als k-Kring
Aber: k(Ty,...,T,) fiir > 1 kann nicht endlich erzeugt sein als k-Kring,
denn in den Nennern von endlich vielen hypothetischen Erzeugern kénnen
nur endlich viele irreduzible Polynome vorkommen 4 = r =0

g

Definition 1.16 A Ring, m C A Ideal. m heifit mazimales Ideal gdw m ist maximal
unter allen echten Idealen von A, also m# A und ist I C A Ideal mit m C I, so [ = A
Max(A) = {m C A | m ist maximales Ideal}
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Beispiel 1.11 MaxZ = {(p) | p € N prim}
R faktoriell, so MaxR = {(p) | p irreduzibel}
MaxC[T]| = {{(T — \) | A € C}

Satz 1.6 Sei R Ring und I C R Ideal, so existiert m eMaxR mit m D [

Beweis: R noethersch, so klar.
Sonst Zorn: Das System aller echten Ideale von R, die I umfassen, ist stabil
unter “aufsteigenden Vereinigungen”

Lemma von Zorn Sei (X, <) partiell geordnete Menge derart, dass jede to-
tal geordnete Teilmenge eine obere Schranke besitzt, so besitzt X mindestens
ein maximales Element

O
Satz 1.7 Sei R Kring, I C R Ideal, so ist I maximal gdw R/I ein Kérper ist.
Lemma 1.8 R Kring, R Korper gdw (0) C R maximales Ideal ist.
Beweis:=: v
«<:(0) eMaxR = (0) # (1) == 0#1
a€ R\0= (a) 2(0) = (a) =R
=1€(a)=3be Rmitab=1
U
Bemerkung: Sei ¢ : R — S surjektiver Ringhomo. So:
{Ideale von R, die kerp umfassen} — {Ideale von S}
I = (1)
M) J
Beweis (2. Weg):
=: R/I #0Kklar. Seia € R
0#a€R/I=a€R\U=I+Ra=R>1
=JdbecRmit[+ab>laliasabel+I=ab=1
U
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Lemma 1.9 (Maximale Ideale in Polynomringen) Sei k = k, so liefert I Bijektion

k" 5 Maxk[Ty, ..., Tp)
r — I(x)
<~

~—
(/\l:-~~7)\n) <T1_>\1 ----- Tn_>\n>

Beweis (Lemma): x € k" = I(x) =ker(k[T1,...,T,] — k) (auswerten bei x)

Bemerkung: ¢ : R — S surjektiver Kringhomo, so erhalte Bijektion

MaxS — {m € MaxR | m D kerp}
I—¢=(I)
p(m) < m

77 surjektiv
Sei m eMaxk[Th, ..., T,]. Betrachte k — k[T, ..., T),] 5 kE[Ty,....,T,)/m =: L

ist Kérper von endlichem Typ iiber k = [L : k] < oo =y [L:kl=1=
isomorph

Also 3\; € k mit T; = p(\;) in L

Behaupte m = I(z) fir z = (A, ..., Ap). Reicht % D, also (T; — \;) € mVi
Aber 7(T; — \;) = T; — p(\;) = OVi

I(x) = (Th — M1, ..., T, — Ap) falls . = (A, ..., Ay) Klar fiir z = 0, folgt durch

“verschieben” im Allgemeinen

Il
Lemma 1.10 k =k, I C k[Ty,...,T},] Ideal.
Z()=0=1=(1)
Beweis:I # (1) = Jm maximal mit m D> I = 0 # Z(m) C Z(I)4
O

Beweis Hilbertscher Nullstellensatz:k = k, I C k[T1, ..., T,] Ideal, f € k[T, ..., Ty)
dann gilt: Z(f) D Z(I) = fN € I fiir N >0

Rabinowitch-Trick: Betrachte k[T, ...,T,,,T] > fT — 1

J = (I, fT—1) dann gilt: Z(J) = Z()NZ(fT—1) =0 = J = k[T3, ..., Ty, T]
=1= a()(fT — 1) +aifi+ ...+ amfm mit f; €1,a; € k[Tl, ...,Tn,T]

oBdA f # 0. Betrachte:
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E[Ty, ..., T, T 5T
J |
K[Ty,....; T, 1] 5 f1
C
k;(le",Tn)
Also 1 = ¢(a)fr + . + Ylam)fm = N = (V@)  fi+..+
N’
€k[T,...,Ty] fiir N>0
wa(am)fm
= fNer

Lemma 1.11 k =k, a C k[T1,...,T;,] Ideal, so I(Z(a)) = v/a
Beweis:y/a C I(Z(a)) trivial, Umkehrung folgt aus Hilbertschem Nullstellen-

satz
O
Definition 1.17 Ein Ideal I C R, R Kring heiBt Radikalideal gdw. I = /T
Lemma 1.12 k=%
EN
algebraische ~ J Radikalideale
{Teilnglengen in k:"} ? {in k[Th,..., Tn]}
Beweis: X = Z(I(X))VX C k", a=1(Z(a)), Va=a
O

Definition 1.18 £ Kring. X C k™, Y C k™. Eine Abbildung ¢ : X — Y heifit polynomial
oder algebraisch gdw:

APy, ..., Py € k[T, ..., T) : p(x) = (Pi(z), ..., Pp(2))Ve € X
Die Verkniipfung polynomialer Abbildungen ist wieder polynomial
X C k™, die algebraischen Abbildungen f : X — k heiflen regulire oder polynomiale

Funktionen auf X. Notation: O(X)
O(X) CEns(X, k) Unterring.

Definition 1.19 £ Korper. Ein affiner k-Kring ist ein k-Kring, der endlich erzeugt ist
als k-Kring und nilpotentfrei.
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Satz 1.8(Raume und Ringe) k =k, so ist O eine Aquivalenz von Kategorien

von irgendwelchen k™, k-Kringe

algebraische Teilmengen :> { affinen }opp
polynomiale Abbildungen

X — O0(X)
Lo =1 e*
Y — OY)

Definition 1.20 Eine Kategorie besteht aus
1.) Einer Klasse ObC von Objekten
2.) Fiir je zwei Objekte X,Y €ObC eine Menge C(X,Y’) von Morphismen
3.) Fiir je drei Objekte X,Y, Z eine Abbildung
CX,Y)xCY,Z)—= C(X,Z)
(f;9) = gof
so dass gelten:
a.) (fog)oh=fo(goh)VX,Y,Z, W €ObC

b.) ¥X €ObCJidy € C(X, X) mit idx o f = FVf:Y — X
goidx = fVg: X — Z (Identitét)

Beispiel 1.12 Die Kategorie UEns der Mengen: Ob(Ens)="“alle Mengen aus U”, Ens(X,Y’) =
alle Abbildungen X — Y
f o g =Verkniipfungen von Abbildungen

Beispiel 1.13 G Monoid, dann ist [G] die Kategorie mit einem Objekt pt und
[G](pt.pt) = G

Beispiel 1.14 R Ring, R-Mod ist die Kategorie aller R-Moduln

Definition 1.21 Secien A, B Kategorien. Ein Funktor F : A — B besteht aus
1. einer Abbildung F' :Ob(A) —Ob(B)
2. VX,Y € A einer Abbildung F': A(X,Y) — B(FX,FY) so dass gilt:
a) F(idx) =1idprx
b) F(feog)=(Ff)o(Fg)
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Beispiel 1.15 R-Mod &> Ens
R-Mod— S-Mod, falls S C R (Restriktion der Skalare) oder ¢ : S — R gegeben
C°PP :Ob(C°PP =0Ob(C), C°P?(X,Y)=C(Y,X), f o g=gof

opp

Definition 1.22 Ein Funktor ' : A — B°PP heifit kontravarianter Funktor von A nach
B

Beispiel 1.16 £ Korper,

k-Mod — k-Mod
Vi V*

Definition 1.23 Ein Funktor F : A — B heiBt Aquivalenz von Kategorien gdw
1.Vbe Bda€ A: F(a) ~b

2. Va,da’ € Aliefert F eine Bijektion auf den Morphismenriumen A(a,a’) — B(Fa, Fa')

Definition 1.24 Ein Morphismus f € C(X,Y") heifit Isomorphismus gdw 39 € C(Y, X) :

fog=idg,go f=idx
Zwei Objekte X,Y heiflen isomorph (X ~ Y') wenn es einen Isomorphismus X — Y
gibt.

Beispiel 1.17 & Korper, sei M (k) = M Matrixkategorie:
Ob(M(k)) =N, M(n,m) = M(m x n,k)

M =5 k-Mod<™®
n— k"

M| (M)}
m— k™

Ubung F: A — B Funktor, f isomorph = F'f isomorph

Beweis (Satz Rdume und Ringe):
Eigenschaft 1: Zeige: gegeben affiner k-Kring A, existiert X C k™ abgeschlos-
sen, so dass O(X) ~ A
endlich erzeugt = k[T1,...,T,,] — A, sei a Ideal iiber kern
= O(Z(a)) «— k[T, ...,T;]Ja — A, A nilpotentfrei = a = \/a
~——

=X
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0

Satz 1.9 k =k Der Funktor O ist Aquivalenz von Kategorien

{Algebr. Teilmengen von k" fiir n > 0, polynomielle Abbildungen} — {Affine k-Kringe}°"”
X — 0(X)

pl— o* 1

Y — Y

“Vorschalten von ¢”
— meint Aquivalenz von Kategorien, meint

a.) surjektiv auf Isomorphieklassen von Objekten v/

b.) Bijektiv auf Morphismen
Beweis:Pol(X,Y) ={¢: X = Y | p ist polynomial}
%, : Pol(X,Y) “Kring?(O(Y), 0(X))
¢ — oy ist Isomorphismus.
Y <% k™ algebraische Teilmenge.~ O « O(k") = k[T, ..., T,] <= I(Y)

Pol(X,Y) Kring®(O(Y), O(X))
iol i(or):i#
Pol(X, k") = Kringt(k[Ty, ..., T,], O(X))
YV = Z(I(Y)) =Pol(X,Y) == {(¢1, s om) € O(X)™ | (1, ... p(m)) = OVf € I(Y)}
Kring®(O(Y), O(X)) = {¢ € Kring" (k[T1, ..., Tn], O(X)) | ¥(f) = OVf € I(Y)}

(V1,0 tbm) € OX)™ | f(¥1, ) = OVf € I(Y)}
=Pol(X,Y) SKringt(O(Y), O(X))

2 Irreduzible Komponenten

Definition 2.1 Ein topologischer Raum heifit noethersch gdw jede absteigende Folge
abgeschlossener Mengen stagniert!

Beispiel 2.1 £ Korper, so k™ mit Zariski-Topologie noethersch.
Yo D Y1 D Yy D ... abgeschlossen ~» I(Yp) C I(Y:) C I(Yz) C ... sind Ideale in
k[Ti,...,T,], stagnierend, da Polynomring noethersch ~» Z(I(Yp)) D ... stagniert

Lstationar wird :-P
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Definition 2.2 Ein topologischer Raum X heifit irreduzibel gdw X # ) und X lésst
sich nicht schreiben als Vereinigung zweier nicht leerer echt abgeschlossener Teilmengen

Beispiel 2.2 |k| = oo, so k irreduzibel

Definition 2.3 Eine Teilmenge eines topologischen Raums heifit irreduzibel gdw (sie
irreduzibel ist fiir Spurtopologie): AA, B C X abgeschlossen mit Y C AU B

Elne algebraische Teilmenge Y eines topologischen Raums X heifit irreduzibel gdw.
gilt: X # () und X ldsst sich nicht schreiben als Vereinigung zweier nicht leerer echt
abgeschlossener Teilmengen

Definition 2.4 Eine maximale, abgeschlossene, irreduzible Teilmenge eines topologi-
schen Raums heif3t eine irreduzible Komponente

Satz 2.1 Ein noetherscher topologischer Raum besitzt hochstens endlich viele irre-
duzible Komponenten, keine davon ist in der Vereinigung der tibrigen enthalten und
zusammen iiberdecken sie den ganzen Raum.

Lemma 2.1 Jede abgeschlossene Teilmenge eines noetherschen topologischen Raums
ist Vereinigung von endlich vielen irreduziblen Teilmengen.

Beweis:Durch Widerspruch: Sei sonst Y C X abgeschlossen und minimal
ohne derartige Darstellung. So Y nicht irreduzibel, nicht leer und Y = Y1 UYs
mit Y; C Y abgeschlossen. Also kann Y; darstellen als... 4

(Beweisprinzip nennt sich “noethersche Induktion”)

g

Lemma 2.2 X topologischer Raum, X = X; U ... U X,; mit X; irreduzibel, X; C X
abgeschlossen und X; C X; = ¢ = j, so sind die X; die irreduziblen Komponenten von
X

Beweis:Sei Y C X abgeschlossen und irreduzibel, so Y = (Y N X;) U ... U
(Y NX,),also Ji mit Y =Y N X;, also 3 mit Y C X;

g

Beweis (Satz):Nach Lemma 1.13 schreibe X = X3 U...U X,, mit X; C X
abgeschlossen und irreduzibel

oB.dA. X; C X; = i = j. Dann sind nach Lemma 1.14 X;,..., X,, die
irreduziblen Komponenten von X.
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Falls X; € Xo U ...U X, so folgte X; = (X1 N X)) U...U (X1 NX,), also
X1 =X1NX;4

g

Definition 2.5 Die Krull-Dimension eines topologischen Raums X ist

kdimX = sup {IKette von irreduziblen abgeschl. Teilmengen Yy C Y, C ... C Y, C X}
¢

Beispiel 2.3 |k| = co =kdimk™ > n

Satz 2.2 k Korper, X C k™ abgeschlossen. So gilt: X ist irreduzibel gdw O(X) ist
Integritatsbereich

Beweis:X #0 < O(X) #0

X irreduzibel = O(X) kein Integritatsbereich

X #0 = X =YUZ, beide abgeschlossen = Ja € O(X) mit der Eigenschaft
YCZ(a)CX

b € O(X) mit der Eigenschaft Z C Z(a) C X

aber ab =0 in O(X)

Definition 2.6 R Kring. Ein Ideal p C R heifit Primideal gdw

l.p#R
2. a,be R,abep,soa €poderbep

Bemerkung R Kring. Ein Ideal p C R ist Primideal gdw R/p ein Integritatsbereich ist.
Beispiel 2.4 (m) C Z Primideal gdw m = 0 oder +m Primzahl
Definition 2.7 R Kring. SpecR = {p C R | p ist Primideal} heifit das Spektrum von R

Satz 2.3 k=Fk, X C k" abgeschlossen:
SpecO(X) — {Y C X abgeschl. | Y irreduzibel}
p— Z(p)

I(Y)+—Y
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Definition 2.8 R Kring. Die Krull-Dimension von R ist
kdim(R) =sup{l | po € p1 € ... € pi C R Kette von Primidealen}
kdimO(X) =kdimX

Lokalisierung R Kring, S C R~ S™'R Kring, ST'R={%|re R,s € 5}
| S) = {endliche Produkte von Elementen aus S}

1. Auf | S) x R definiere Aquivalenzrelation (s,a) ~ (t,b) < Jr €| S) mit rta = rsb
Setze SR = (| S) x R)/ ~. Schreibe ¢ fiir [(s, a)]

2. Definiere Addition und Multiplikation auf S~!R:
a,b _attbs () by _ab
st st s/ \t) st

3. Priife, dass S™'R so ein kommutativer Ring wird.

Satz 2.4 Sei R Kring, SC R

1. Die Abbildung can : R — S™'R,r 1 ist Ringhomo und die Bilder aller s € S
sind invertierbar in ST!R

2. Ist ¢ : R — A Kringhomo und sind alle ¢(s) € A*, so existiert genau ein Kring-
homo ¢ : ST'R — A mit ¢ = @ o can

Beweis (nur 2):Kann und muss ¢ erkléren durch ¢ (%) = ¢(a)p(s) Vs €
S),Va € R.

O
Bemerkung 1 Enthilt S keine Nullteiler von R, so ist R — S™!R injektiv
Bemerkung 2 0€|S)= S 'R=0

Bemerkung 3 R Integritiitsbereich, 0 ¢ S so S~! R auch Integrititsbereich und S~' R —QuotR
ist Injektion mit Im{¢ € QuotR | s €| S)}

Notation:S = {f} ~ S7'R = Ry = R[]
p €SpecR,S=R\p~ ST'R=R,

Proposition Jede Lokalisierung eine noetherschen Krings ist noethersch
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Beweis:

{Ideale von S~'R} — {Ideale von R}

I cant(I)={a|$ eI}

Wiihle endlich viele Erzeuger von can~!(I), deren Bilder erzeugen I

O

Satz 2.5 (Primideale in Lokalisierungen) R Kring, S C R so liefert can™! Bijektion
Spec(S~!R) =5 {p € SpecR | pN S =0}
deren Inverse gegeben wird durch p +— (S~1p) das von p in S~ R erzeugte Ideal

Beweis:Einziges Problem: Surjektion
Zeige: Fiir p €SpecR mit pN S = 0 gilt (1) can™1(S~!p) = p und (2) (S~1p)
ist prim in S7'R
(2) zeige: a) ¢ - % € (S 1p) = Se (S~1p) oder % € (S7'R)
b)1¢(S'p
(57'p)={5laepselS)}
i—fz%mitcép:ﬂuelé’% ur (ab) = ustc

—~— <~

¢p €p

=abep=acpoderbep
(1) can™'(S~'p) = p. Zeige: Gegeben ¢ € can™ (S~ !p), also £ € (S~ 'p)

a

¢ . : -
also § = ¢ mit a € p,s €| S), so Ir €[ S) mit rs c= ra =>cep

&p €p
O
Korollar Der Schnitt aller Primideale einer Krings ist sein Nilradikal 4/(0)
Beweis:p €SpecR = p D 1/(0).
[ ¢+/(0) = Ry #0=SpecR; # 0 = {p cSpecR [ pN{f} =0} #0
= Jp €SpecR, f ¢ p
O
Korollar R Ring, I C R Ideal. Dann: VI= () »p
pESpecR
pDI
Beweis:can™(v/0) = V/I,can™(SpecR/I) = {p € SpecR | p D I}
O

Proposition 1 In einem noetherschen Ring gibt es nur endlich viele minimale Prim-
ideale
R kom. Ring ~~SpecR
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I'— Z(I)={peSpecR | pDI}

Diese bilden die abgeschlossenen Mengen einer Topologie auf SpecR, der Zariski-Topologie,
denn Z(I)U Z(J) = Z(1J):

pé¢ Z()UE() = p ¢ Z(1))

=dacI\pbeJ\p=abé¢p

Bemerkung p €Spec, ay,...,a, C R Ideale, p D a1 N...Na, = p D a; fiir ein i.

Proposition 2 R Kring
SpecR — {y C SpecR abgeschlossen | y irreduzibel}
r—T
Beweis:In jedem topologischen Raum ist der Abschluss eines Punktes irre-
duzibel
Surjektiv: Y CSpecR irreduzibel = Y = Z(I) fiir I C R (oBdA I Radikal)
Falls Y irreduzibel, so ist I Primideal, denn I nicht prim = Ja,b ¢ I mit
abel
= Z(a) U Z(b) D Z(I), aber:
a¢l=3peSpecR,pDl,a¢p=p¢ Z(a) pZ(I)>p
Genauso Z(b) p Z(I)
= Z(I) = (Z(a) N Z(I)) U (Z2(b) N Z(1))
Injektiv:® =Y = Dy D Dy, Py D Do = Dz = Dy

O

Beweis (Proposition 1):R noetherscher Kring =-SpecR noetherscher Raum
= zerfallt in endlich viele irreduzible Komponenten

g

Definition 2.9 R Kring, M € R-Modul, S C R. Erklire einen S~™'R-Modul: S~™'M =
(Mx |S))/ ~mit (m,s) ~ (n,t) < 3Ir €| S):rsn=rtm
™ :=[(m, s)] mit tiblicher Addition/Multiplikation (ist wohldefiniert)

s

Bemerkung can: M — ST'M
m + (7*) ist Homomorphismus von R-Moduln

can(m) =0 < Js €| S) mit sm =0

Proposition M’ o M S M exakte Sequenz von R-Moduln (exakt: imf =kerg), so:
STIM' — S~'M — S~'M" auch exakt
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Lemma 2.3 (Universelle Eigenschaft von can : M — S~'M) Ist N ein S~!R-Modul,
so liefert das Vorschalten von can eine Bijektion: Homg-1z(S~'M, N) S Hompg(M, N)

Beweis (Proposition):g o f ist unten auch Null
Z,:g(™) =0so0 3% € STIM mit f(Z)="2
g() = 9" — 3¢ €| S) mit tg(m) = g(tm) =
= Im’ € M' mit f(m') =tm = f(%) _m

0

S

Behauptung S ' (M@ N)=S"'MaSIN

Definition 2.10 C Kategorie, X,Y € C. Ein Produkt von X mit Y ist ein Tripel
(P,prx,pry) aus P € C Objekt, prx : P — X, pry : P — Y Morphismen, so dass gilt:
Gegeben A € Cund ax : A — X, ay : A — Y gibt es genau ein a : A — P mit
prx oa =ax und pry oa = ay

Beispiel 2.5 Ens Kategorie der Mengen: X x Y mit Projektionen, fir A — X und
A — Y gibt es genau eine Abbildung A — X X Y mit besagter Eigenschaft.

Eindeutigkeit von Produkten (P, pry,pry) und (P, pry, pry) Produkte von X mit Y,

so existiert genau ein Iso P — P mit pry oc = pry und pry oc = pry

2.1 Endliche Lange

Definition 2.11 Ein Modul heifit einfach gdw es genau zwei Untermoduln hat: sich
selbst und die Null

Beispiel 2.6 Die einfachen Z-Moduln sind genau die Z/pZ fiir p prim
R kommutativer Ring, so habe Bijektion

einfache R-Moduln {N
{ bis auf Iso } MaxR

R/m <+ m
M — AnngM :={r € R|Vm € M :rm =0}

M einfach = M = RmVm € M \ 0 = Anngm < R — M,r — rm = R/Ann,m ~ M

Insbesondere Einfache C[X7, ..., X},]-Moduln alle eindimensional iiber C
= Einfache k[X1, ..., X;,]-Moduln fiir £ Korper sind endlichdimensional tiber k

Dennis Miiller Seite 22 WWw.jazzpirate.com



Mitschrift Kommutative Algebra Irreduzible Komponenten

Beispiel 2.7 Jeder Ring R # 0 besitzt einfachen Modul, ndmlich R/m mit m maximales
Linksideal

Lemma 2.4 Sei R Ring, E, E' einfache R-Moduln, M ein R-Modul
1. Jeder Homo E — M ist injektiv oder Null (Da KerC E Untermodul)
2. Jeder Homo M — E' ist surjektiv oder Null (Da ImC E’ Untermodul)
3. = Jeder Homo E — F’ ist bijektiv oder Null
4. EndgF ist Schiefkérper

Definition 2.12 Die Ldnge eines Moduls ist

I(M) :=sup {r >0 | PoMEME..M =ML ¢ NU {oo}

Kette von Untermoduln

Beispiel 2.8 [(M)=0< M =0
[(M)=1<% M einfach
k Koérper, V' € k-Mod, (V') =dim;V

Definition 2.13 Eine Kompositionsreihe eines Moduls M ist eine Folge von Untermo-
duln 0 = My C My C ... C M, = M mit der Eigenschaft, dass M;/M;_1
——
Subquotient der Kompositionsreihe
einfach fir alle 4
Die Kompositionslinge A\(M) € Nsup {oo} ist

A(M) __ ) Die kleinstmogliche Lange einer Kompositionsreihe
- wenn es eine gibt, co sonst

Satz 2.6 (Jordan-Hoélder) Fiir jeden Modul M gilt: [(M) = A(M) und im Fall endli-
cher Lange haben je zwei Kompositionsreihen die selbe Lange und bis auf Reihenfolge
isomorphe Subquotienten.

Beispiel 2.9 R = C[X]|, M € C[X]-Modul ist C-Vektorraum M mit (X-) €EndcM
M endliche Lange <dimcM < oo

(M) < 0o, E einfach [M : E] = #{i| E ~ M;/M;_1} € N (Jordan-Ho6lder-Multiplizitat
von E in M)

Beweis (Jordan Hélder): Klar [(M) > A(M)
Zeige: A(M) < oo und N C M Untermodul mit N # 0, so A\(M/N) < A(M).
Denn sei 0 = My C ... C My = M Kompositionsreihe mit A = A\(M)
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~ 0= My C ... C My = M/N ihre Bilder in M/N. Habe kurze exakte

Sequenz: -
M;NN/M;_1 NN < M;/M;_y — M;/M;_;
M; 1NN < M;_y — M;_y
\: { \:
M;NN < M; — M;
) \: )
MiﬂN/Mi_lﬂN‘—} Mi/Mi—l_” Mi/Mi—l

...a4adhm, ja... :D o
Ist N # 0 so gibt es ¢« mit N N M;—; € N N M;. Also liefern die M; ex-

akt kiirzere Kompositionsreihen von M/N, also A\(M/N) < A(M). Es folgt
[(M) < \ fiir jede Kompositionsreihe von M endlicher Lénge etc.

U
Korollar M D N Moduln, L(M) = I(M/N) +1(N)
Beweis: L(M) > I(M/N) + I(N) klar.
AMM) < AX(M/N)+ A(N)
O

Lemma 2.5 von Nakayama Sei R Kring, a C R Ideal, M endlich erzeugter R Modul
mi,....,my € M erzeugen M/aM (Summen eingeschlossen), so gibt es f € 1 4 a derart,
dass my, ..., m, bereits M[f~!] (Lokalisierung) iiber R[f~!] erzeugen

Beispiel 2.10 k =k, X C k™ abgeschlossen, R = O(X)
a=my, =7I(zr) eMaxO(X), M € O(X)

Beweis: Zunéchst beschrinken wir uns auf den Fall r = 0: M/aM =0 =
If €l+amit M[f71]=0
Sei dazu N = (my,...,my)p C M

(aM N N) alM a@
P
Ne M Q=M/N

L

Ne———>M/aM —— Q/aQ
N - M/aM = Q/aQ =0=3f € 1 +amit Q[f ] =0
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= N[~ = M[f]

Beweis fiir 7 = 0: Q/aQ = 0 = 3f € 1 +a =: S mit Q[f!] = 0 durch
Widerspruch. Sonst ¢ > 1 kleinstméglich, so dass qi, ..., q; erzeugen S™'1Q
iiber ST'R. Reicht %S~ 1Q =0 ...

O

Lemma 2.6 von Nakayama fiir lokale Kringe Sei R lokaler Kring (MaxR = {m}), M
endlich erzeugter R-Modul

mi, ...,my erzeugen M/mM, so erzeugen my, ...,m, schon M selber, insbesondere: M =
mM =M =0

Beispiel 2.11 R = k[[X]] D Xk[[X]] = m, M € k[[X]]-Modul endlich erzeugt, M =
XM =M=0
Fiir M = k(X)) gilt M = X = M

Beweis:1 +m C R*, folgt aus oben.
Il

Bemerkung R Kring, MaxR = {m},so 1+ m C R*, denna € mund 1 +a ¢ R*, so
existiert max Ideal m’ mit m’ > 1 + a. Bei lokalen Ringen folgt 1 + a € m, dann 1 € m/

Satz 2.7 Fiir einen Kring R # 0 sind gleichbedeutend:
1. R ist von endlicher Lange als R-Modul
2. R ist noethersch mit KdimR = 0 (Jedes Primideal ist maximal)

3. R ist Arten’sch, also jede absteigende Kette von Idealen wird stationér

Beispiel 2.12  k[T]/(T™), k[X,Y]/(X", XY, V™)

Beweis:2=1: R noethersch = R hat endlich viele minimale Primideale my, ..., m,
und VO=m; N...Nm,

kdimR = 0 =Das sind genau die maximalen Ideale = 0 = (my - ... - m,.)V
~RDOm Dmmy D ...D0~¢(R) <
1= 2:

Definition 2.14 Das Jacobson-Radikal eines Krings ist der Schnitt aller
maximalen Ideale
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Lemma 2.7 (N m={a€R|ra+1€ R*Vre R}
meMaxR

Beweis:D: A¢m=Irmit rac l+m=ra—1¢ R*
C:a¢{|]}=FIrmitra+1¢R*=Tm3ra+1=a¢m

0

[(R) < oo = R hat endlich viele maximale Ideale my,..., m, = J = m; N
. Nm, erfillt |J” = 0 = In mit J* = 0 = Fir jedes Primideal p hat
pDJ"=p>Dm,; fir ein ¢

g

Lemma 2.8 von N, fiir lokale Kringe Sei R Kring, J Jacobson-Radikal. M endlich
erzeugter R-Modul. my, ..., m, erzeugen M/JM, so erzeugen my,...m, schon M selber,
insbesondere M = JM = M =0

Proposition R noetherscher Kring, J Jacobson-Radikal, M endlich erzeugter R-Modul.

So gilt S:= N (J"M) =0

n=0
Beweis: R[X] D> @ J"X™ (“Rees-Ring”) = {>_a, X" | a, € J"}
n=0
~» R[Y1,...,Y;] »Rees-Ring, Y, — j,X = Rees-Ring noethersch
MI[X] D> @ (J"M)X™ endlich erzeugter Modul iiber Rees-Ring D S[X] end-
=0

n=
lich erzeugt iiber Rees-Ring
OBdA erzeugt von S® SX @ ... d» SX™ = JS = 5 = S =0 mit Nakayama

O

Ganze Ringerweiterungen

Definition 2.15 A C B Kringerweiterung
1. b € B ist ganz tber A gdw 3P € A[T] normiert mit P(b) =0

2. Die Kringerweiterung A C B heifit ganz gdw jedes b € B ganz liber A ist

Satz 2.8 Jede endliche Kringerweiterung ist ganz

Beweis:A C B mit B = Aby + ... + Ab,.
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b 0 b1 ail QAin b1
0 b bn Gn1 Ann by,
M
b1 0 b1 0
(M=bD) [ = [=|: ]=xu@®)]| : |=
bn 0 bn 0
= xm(b) =
O
Satz 2.9 Jede ganze Kringerweiterung von endlichem Typ ist endlich
Beweis:A C A[X1,...,Xn] =B
A C A[X4] C A[X1, X3] C ... C B alle endlich
O

Lemma 2.9 A C B Kringerweiterung, C' = {b € B | b ganz iber A} ist Teilring von B
und heifit ganzer Abschluss von A in B

Beweis:by, by € C' = A[by, bo] endlich iiber A = alle b € A[by, bs] ganz iiber
A
= bibg, b1 + b € C

g

Proposition (Transitivitat) A C B C C Kringe. B ganz iiber A und C ganz iiber B,
dann C' ganz iiber A

Beweis:c € C. Finde Ganzheitsgleichung ¢ + b,_1c" ' + ...+ by = 0,b; € B
AC A[bo, ooy bn—l] C A[bg, ey b1, C], A endlich

O

Lemma 2.10 (Sandwich) B D A D k, B D A endlich, B D k von endlichem Typ, k
noethersch = A O k von endlichem Typ.

Going-up A C B ganze Kringerweiterung

1. Gegeben b € B Ideal und P C A Primideal mit P D (bNA) gibt es p C B Primideal
mit pNA=Pund p Db
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A
(Insbesondere SpecB m—»SpecA)
2. P C @ Primideale in B, so (PNA) C (QNA)

Korollar Ist A C B ganze Ringerweiterung, so kdimA = kdimB

Lemma 2.11 Sei A C B ganz von Integritatsbereichen, so gilt A Kérper gdw B Korper

Beweis:=:b € B = b"+a,_1b" ' +...4a9 = 0. Falls b = 0, so darf annehmen
ao 75 0

b(O" '+ a, "2 4+ al)aal =1

<a€ A\{0}~at=beEB~b+a, 1+a,20+..=0=bc A

Lemma 2.12 A C B ganz, P €SpecB. P eMaxB < (PN A) eMaxA

Beweis:A/(PNA) C B/P
PN AeMaxA < A/(PNA) Korpere B/P Korpere P eMaxB

S

Beweis (Going-Up): 1: P C A/(bNn A) C B/
~
=:B

|

P—PcCAganz, S=A\P
B—=(B——=S1B ...ausgestiegen

U U U

A—=4—>51A= §1P

O

Lemma 2.13 (Noether’s Normalisierungslemma) Sei k& Korper, A ein k-Kring von
endlichem Typ. So gibt es 1, ..., x4 € A algebraisch iiber k mit A ganz iiber k['z1, ..., x4] C
A. Kann sogar erreichen, dass d <Kardinalitédt jedes algebraisch abhéngigen Erzeugen-
densystems des k-Krings A

Beispiel 2.13 % =k, X C k" abgeschlossen, A = O(X)
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Proposition k Korper, f € k[' X1, ..., X,] \ k, so gibt es eine Einbettung von k-Kringen
K'Yy, ..., Y1) — k[ X1, ..., X,]/(f) die ganze Ringerweiterung ist.

Beweis: Zunéchst fiir |k| = oo: Sel Y ¢, X die homogene Komponente

hochsten Grades von f

Es gibt (A1, ..., An) € K" \O mit fz(A1, ..., \p) # 0. Lineare Koordinationtrans-

formation ~~ oBdA f4(0,0,...,0,1) # 0. Die Koordinaten X; entsprechen Ko-

ordinaten Y, fg = (£ 0)Y? + ...~ f =Y %+ (€ k[V1,.., Y )Y F 1+ .~

Y, € k[X1, ..., Xu]/{f) ganz iiber k[Y7, ..., Y, 1]

k beliebig: Wéahle Y1 = X, + X firi =1,...,n — 1 und Y,, = X,,. Suche r;

so, dass f(Y1,...,Y,) normiert in k[Y7, ..., Y,_1][Y3]

f=>uzsX B. Wihle 8 maximal in der lexikographischen Ordnung mit
B

xg # 0. Wahle r; so, dass Biry + Bara + ... + By > aqr1 + qara + ... + oy, fiir
alle o mit ¢, # 0

induktiv von oben, so dass B;r; + ... + Bn > ayr; + ... + ay, fiir alle «, die erst
in der i-ten Stelle verschieden ist von (8

g
Beweis Noether: k[ X1, ..., X, = k[z1,...,2n] = A « k[X1, ..., X,]/{f) <

kY1, ...,Y,_1 ganz
Siehe Soergel-Skript

Satz 2.10 k Korper, kdimk[X7, ..., X4] = d (k = k =kdim(k?) = d)

Beweis: kdimk[X7, ..., X4] > d Klar.
Zeige <. Induktion iiber d, 0 # p C k[X1, ..., Xg4] primideal.
k[X1,...,Xa4]/p D k[Y1,....,Yi],i < d ganz, kdimk[ X1, ..., X4]/p =kdimk[Y7, ..., Y;] =

1<d
O
Satz 2.11 k Korper, f € k[X1, ..., Xp] \ k, so kdim(k[ X1, ..., X,,]/(f)) =n—1
Beweis: nach Proposition
O

Definition 2.16 Sei K /k Korpererweiterung. E C K heifit System von Transzendenzer-
zeugern gdw K algebraisch iiber k(E) (=kleinser Teilkérper von K, der k und E enthélt)
E heiBt algebraisch unabhdngig gdw VX, ..., X, € E paarweise verschieden k[ X1, ..., X,,] —
K mit X; — z; injektiv ist

E C K heifit Transzendenzbasis gdw Transzendenzmenge und algebraisch unabhéngig.
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Falls {X1, ..., X,,} = E Transzendenzbasis, < |E| = n, k(X1,...,X,) C K algebraische
Korpererweiterung

Ziel Jezwei Transzendenzbasen von K /k haben gleich viele Elemente ~~trgr( K (k) =trgry(K)
Satz 2.12 X C k" irreduzibel und abgeschlossen, k = k, kdim(X) =trgry(QuotO(X))
Satz 2.13 k Korper, AQ k-Kring von endlichem Typ. A Integrititsbereich, so kdimA =trgri (QuotA)

Satz 2.14 (Austauschlemma) K /k Korpererweiterung, £ C K Transzendenzerzeuger,
A C K algebraisch unabhéngig. So dp : A — FE injektiv mit (£ \ ¢(A)) U A wieder
Transzendenzerzeuger.

Beweis:Sei B C A maximal, so dass es ¢ : B < FE gibt mit (F \ ¢(B)) U B
Transzendenzerzeuger.
ZB = A. Sonst seia € A\ B. Sei K' = k((E\ ¢(B))UB). 3P € K'[T]\ 0
mit P(a) =0
P € k[X, X1,...., X, Y1, ..., Y,] so dass by,...,b, € B,eq,...,e, € E\ ¢(B)
so dass bei Einsetzen X; — b1,Y; — e; ein Polynom# 0 in K'[X] ent-
steht mit P(a) = 0. Darf r kleinstmdglich annehme (r > 1, da A algebr.
undabhéngig). Schreibe P = Y P, Y} mit P, € k[X, X1,..., X,, Y1, ..., Y,].
o

Fiir mindestens ein g ist P,(X,b1,..., b, €2,...,€,;) nicht das Nullpolynom
in X. Dann P,(a,by,...,br,€2,...,e;) # 0 = > Pu(a,bi,...,br, e,...,e,) Y}
nicht das Nullpolynom, aber wird Null bei Y7 = e, also e; algebraisch iiber
(E\¢(B))\{er} U{a}

O

Satz 2.15 (Going-Down) A C B ganze Kringerweiterung, beide Integritatsbereiche, A
ganz abgeschlossen (in QuotA). Gegeben p €SpecB, ) €SpecA mit Q C ANp gibt es
q €SpecB mit ¢ Cpund Q = ANg

Beweis: R Kring, ay,...,a, C R Ideale, p C R Primideal.
pO>aiN.Na,=pDaj-...-a-=J:pDa;

Lemma 2.14 R Kring, a C R Ideal, py, ..., p, Primideale. a C p1U...Up, =
di:aCp;
a & Z(Z(p))Vi = a £ Z(U Z(pi))
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0

Definition 2.17 Ein Kring heifit Kettenring gdw jede nicht verfeinerbare Primidealkette
hat die selbe Lange und Krulldimension< oo

Satz 2.16 Jeder Integritdtsbereich von endlichem Typ iiber einem Korper ist ein Ket-
tenring

Bemerkung A faktoriell = A ganz abgeschlossen

Satz 2.17 (Krull's Hauptidealsatz) R noetherscher Kring, f € R, p €SpecR minimal
unter den Primidealen in f
So gilt 1 > h(p) :=kdim(Rp) =sup{f | Ipo C p1 € ... C p¢ = p Kette in SpecR}

Bemerkung k =k, X C k™ abgeschlossen, R = O(X)
SpecO(R) <+ {Y C X abgeschlossen | Y irreduzibel }
h(p) < sup {£| ¥y CYi C .. C Yy = Y}

peY

Ist f kein Nullteiler, so h(p) =1

R Kettenring =kdimR =kdim(R/p) + h(p)Vp €SpecR
X C k™ abgeschlossen, irreduzibel= O(X) Kettenring
Y C X abgeschlossen, irreduzibel =kdimX =kdimY + h(Z(Y))

Definition 2.18 Y C X abgeschlossen, beide irreduzibel: codim(Y C X) :=kdimX —kdimY =
h(Z(Y)) Kodimension

Krull: X irreduzibel, f € O(X), f # 0 so hat jede irrteduzible Komponente Y von
Z(f) die Kodimension Eins.

Korollar k =k, X C k™ abgeschlossen, O(X) faktoriell:
Irreduzible Elemente von O(X)\ ¥ i i
rrect bies auefm 51(‘;)3“ ( )} Y {Y C X abgeschlossen | Co’gigf(%?gzjgil}

[f1 = Zx(f)

Satz 2.18 X irreduzibel, f1,..., fs € O(X), so hat jede irreduzible Komponente von
Zx(f1,..., [s) hochstens Kodimension s, kdimY >kdimX — s
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Satz 2.19 X irreduzibel, Y C X abgeschlossen und irreduzibel, codim(Y C X) = s so
gibt es f1,..., fs € O(X) mit Y ist irreduzible Komponente von Z(fi, ..., fs)

Satz 2.20 Y,Z C X C k™, alle abgeschlossen und irreduzibel, so gilt fiir jede irre-
duzible Komponente W von Y N Z die Abschitzung codim(W C X) <codim(Y C
X)+4codim(Z C X)

Also: kdimW >kdimY +kdimZ-kdim X

Filtrierung und Graduierung

A abelsche Gruppe
Filtrierung: Folge von Untergruppen A... D AZ0 5 A2l 5
Graduierung: Folge von Untergruppen (A%);cz mit @ A = A
€7
Bei Filtrierung von Ring fordere zusétzlich
1. AZ1. A2 C A=)
2. 14 € A=Y

Bei Graduierung von Ring fordere zusitzlich A*- A7 C A+

Definition 2.19 Filtrierung heifit Hausdorff gdw (| A= =0
1EZ

Definition 2.20 Filtrierung heifit bei Null beginnend gdw 3i mit AZ* =0

Definition 2.21 Filtrierung heiBt ausschépfend gdw |J AZ* = A und vollendend gdw
1EZ

Ji mit A= = A

(AZ%);cz Filtrierung auf A ~grd = @ AZ/AZHL assoziierte(r) graduierte(r) Grup-

i€Z
pe(Ring)
Hilbert-Polynom

Satz2.21 k Koérper, M = @ M graduierter endlich erzeugter Modul iiber k[ X7, ..., X,],
1EZ
so existiert genau ein Laurent-Polynom fy; € Z[t,t~!] so dass Y (dimpM*)t’ = (=0
1€EZ
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Satz 2.22 (Hilbert-Polynom) k Korper, M endlich erzeugter graduierter k[ X7, ..., X, ]-
Modul, so gibt es Py; € Q[t], so dass dimM <! = Py;(i) fiir i hinreichend gro8.
Dieses Hilbert-Polynom ist eindeutig und hat Grad<n

Definition 2.22 Ein Polynom P € Q[T], das fiir : € N ganzzahlige Werte hat heift
numerisches Polynom

Die numerischen Polynome sind genau alle ganzzahligen Linearkombinationen der ( z; )

und nehmen sogar auf Z nur ganzzahlige Werte an
Bemerkung Hat ein numerisches Polynom mit Koeffizienten a; Grad d, so ist (d!)aq € Z

Satz 2.23 (A, m) lokaler noetherscher Kring, ¢ C A Ideal mit \/g = m, M endlich
erzeugter A-Modul

1. 3P}, € Q[t] mit P{ (i) = ¢(M/q'M) fiir hinreichend grofies i
2. P{, und PJ} haben den selben Grad, er heifit hdim(A/) Hilbertdimension von M

Satz 2.24 (Hauptsatz iiber Dimension lokaler noetherscher Kringe) (A, m) lokaler
noetherscher Kring, so stimmen tiberein:

1. kdimA
2. hdimA

3. 0(A) die kleinsmdgliche Zahl von Elementen, die ein Ideal ¢ C A mit /g = m
erzeugen.

Korollar Die Krulldimension von noetherschen lokalen Kringen ist endlich

Korollar (Krullverallgemeinerung) A noethersch, fi,..., fs € A Jedes p €SpecA mit p
minimal tiber (f1, ..., fs) hat Hohe h(p) <'s

Proposition (A, m) lokal noethersch, /g = m, M endlich erzeugter A-Modul
Ist f: M < M injektiver Modulhomomorphismus, so gilt hdim(cokf) <hdimM

Proposition (A,m),\/g=m

Ist M' < M —» M" kurze exakte Sequenz von endlich erzeugten A-Moduln, so gilt
hdim (M) =max(hdimM’ hdimM")

multh :multg(M’)+multg(M”)
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Satz 2.25 f: M < M injektiver Homo von A-Moduln, so hdim(cokf) <hdim (M)

Definition 2.23 A D a Ring mit Ideal, A Da>a? D ...
M ein A-Modul. Eine vertrigliche Filtrierung ... > M2 > M= > ... auf M heifit
a-stabil gdw exakt bei M und 3d mit M291" = ¢’ MZ2%i > 0

Proposition A noethersch, a C A Ideal, M noetherscher Modul

1. Sind I'Z*M, Q2 M zwei a-stabile Filtrierungen, so vergleichbar, d.H.
3k mit T=HFM € QZ'M C Tk M

2. Ist N € M Untermodul, so ist induzierte Filtrierung von a-stabiler Filtrierung
wieder a-stabil

Proposition (A, m) noethersch, lokal, N < M — @, so hdim(M) = max {hdim(V),hdim(Q)} =
d und es gilt: mult® M =mult’ N+mult?Q

Definition 2.24 k =k, X C k™ abgeschlossen, z € X. X heifit glatt bei x und z heifit
regularer Punkt von X gdw 3f1, ..., f € k[T1, ..., T},] mit

1. 3U C k" offen mit x € U und X NU = Z(f1,..., fr) N U so dass

2. (g% (w))jzl = (gradf;)(x) linear unabhéngig

Definition 2.25 (A, m) noetherscher lokaler Kring heifit reguldr gdw kdimA =dim 4 /n (m/ m?)
Satz 2.26 z € X regulir gdw Ox , regulér
fehlt

Definition 2.26 Sei k Kring. Ein k-geringter Raum X = (X, Q) ist ein topologischer
Raum X mitsamt einer Vorschrift, die jeder offenen Teilmenge U C X eine Teilringalge-
bra O(I) CEns(U, k) zuordnet. Die Elemente von U heien regulire Funktionen auf U

Fordere: Ist & C P(X) System offener Teilmengen mit V = (J U, und f: V — k so

=
feOlV) & flve OU)

Definition 2.27 Seien (X, Ox) und (Y, Oy k-geringte Rédume. Ein Morphismus ist eine
stetige Abbildung ¢ : X — Y sodass gilt: V C Y, f € Oy (V) = (fop) € Ox(¢ 1 (V))
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Beispiel 2.14 ¢ : R™ — R ist Morphismus gdw ¢ stetig differenzierbar

Bemerkung Kann zu System von Strukturen als k-geringter Raum auf fester Menge
X den Schnitt nehmen:

Offen: Fiir jede der Strukturen offen

Regular: fiir jede der Strukturen regular

Eine Struktur (X, Q) auf X als k-geringter Raum grofiergleich (X, 0) gdw (X, O) q
(X, O") ist Morphismus

Definition 2.28 X Menge, (Y, O;)icr k-geringt, ¢; : YV; — X
Die finale Struktur auf X ist die groBite Struktur, fir die alle ¢; Morphismen sind

Definition 2.29 Morphismus (X, Ox) 5 (Y, Oy) heift final gdw (Y, Oy) ist die finale
Struktur zu ¢

Bemerkung (Universelle Eigenschaft der finalen Struktur) (Y;,0;),¢; : Vi — X,
(Z’ OZ)

So ist ¥ : X — Z Morphismus fiir finale Struktur auf X gdw (¢ o ;) : Y; — Z
Morphismen V¢

Definition 2.30 X Menge, (Y;, O;) k-geringt, 1; : X — Y;. Die initiale Struktur auf X
ist die kleinste Struktur als k-geringter Raum, fiir die alle ¢); Morphismen werden
Morphismus X — Y initial gdw X hat initiale Struktur

Universelle Eigenschaft ¢ Morphismus fiir initiale Struktur gdw ; o ¢ Morphismen
Vi

Beispiel 2.15 Y < X Einbettung von Teilmenge, (X, O). Initiale Struktur auf Y heif}t

induzierte Struktur

Topologie: Induzierte Topologie = Spurtopologie: V' C Y offen gdw 3U C X offen mit

V=UnYy

feOWV)gdw 3U; C X offen mit V= J(U;NY) und f; € OU;) mit f; |y,ny= fVi
i€l

R < (R"1\ 0) — P"R = { Menge aller Ursprungsgeraden im R"}

Definition 2.31 Ein k-geringter Raum (k Korper) (X, O) heifit gesattigt gdw YU C X
offen, Vf € O(U) ist Uy = {x € U | f(x) # 0} auch offen und (%) € O(Uy)
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Schnitt gesattigter Strukturen ist gesattigt, finale Struktur zu geséttigten Strukturen ist
gesattigt

Beispiel 2.16 (R",C!) ist gesittigt

Proposition Gegeben gesittigte geringte Raume (X, Ox) und (Y, Oy ), erhalte Produkt
in der Kategorie der geséttigten geringten Raume, wie folgt:
Nimm kleinste geséattigte Struktur, die die initiale Struktur zu den Projektionen umfasst

Definition 2.32 (k = k), X C k™ abgeschlossen, versehe mit induzierter Struktur
~ k-geringter Raum (X, Ox) hei3t affine k- Varietdt

Definition 2.33 Eine k-Prévarietit ist k-geringter Raum (X,Ox) der eine endliche
offene Uberdeckung hat durch affine k-Varietét

Definition 2.34 Eine k-Varietdt ist eine k-Pravarietdt X mit der Eigenschaft, dass
A: X — X x X abgeschlossenes Bild hat, also: A(z) C X x X abgeschlossen.

Satz 2.27

1. Die Kategorie der Préavarietdten hat endliche Produkte und diese stimmen tiberein
mit den Produkten von geséittigten k-geringten Raumen

2. Analog mit Varietéten

3. Das Produkt affiner Varietaten ist affin
Satz 2.28 k =k Sei X C k™ abgeschlossen, so Ox(X) = Ox

Satz 2.29 k = k Habe Aquivalenzen von Kategorien
{abgeschlossene Teilmengen irgendwelcher k", polyn. Abb.} — {affine k-Kringalgebren}

— {affine k-Varietéten}

V ein k-Vektorraum ~» PV = (V' \ {0})/k* =“Die Menge aller Ursprungsgeraden in V7,
projektiver Raum zu V,

7m:V\ {0} - PV,v — (v) =“Ursprungsgerade durch V”

P(k" 1) = Pk
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Satz 2.30 (k = k,dim,V < oo) Mit seiner finalen Struktur eines k-geringten Raums
ist PV eine k-Varietat

Definition 2.35 Eine projektive Varietdt ist ein k-geringter Raum, der isomorph ist zu
einer abgeschlossenen Teilmenge eines P"k

Bemerkung Jede abgeschlossene Teilmenge einer (Pré)varietét ist mit der induzierten
Struktur wieder eine (Pré)varietét

Satz 2.31 Sei X irreduzible projektive Varietét, Y, Z C X irreduzible, abgeschlossene
Teilmengen. Dann gilt: dimZ+dimY >dimX = ZNY # 0

Definition 2.36
{Teilmengen von P"k} = {k‘x—stabile Teilmengen von k"*!, die den Ursprung enthalten}

W — 7L (W)U {0} =: C(W) Kegel iiber W

Bemerkung 71 (W) C k"*1\{0} abgeschlossen < W C P"k abgeschlossen < C(W) C
k™ abgeschlossen

Bemerkung W C P"k abgeschlossen, irreduzibel < C(W) irreduzibel und # {0}

Satz 2.32 Auf einer irreduziblen projektiven Varietdt X sind die einzigen globalen
reguldren Funktionen die Konstanten
Ox(X)=k

Lemma 2.15 C C k™! stabil unter k>, so ist Z(C') homogenes Ideal in k[T, ..., T

Lemma 2.16 V = @ V; graduierter k-Vektorraum, |k| = oo
1E€EL

Fiir A € kX erklare \* : V = V,v — XV € V;, Vi

U C V ist homogen gdw U stabil unter A*VA € k*

Satz 2.33 (Bezout) Seien C' # D C P2k abgeschlossene, irreduzible Kurven der Grade

c,d
> ix(C,D)=cd
zeCND
i, Multiplizitat des Schnittes
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Definition 2.37 X Privarietit,z € X. Ox, = {(U, f) |x € U C X offen,f € O(U)} / ~
heifit Lokaler Ring
U.f)~(Vig)eIWcUNVize WA S |lw=g|w

Bemerkung hdimM =d, f: M — M mit f(M;) C M;1.Vi, hdim(cokf) = (hdimM ) —
1
mult(cok f) = emult M

Satz 2.34 Jede offene Teilmenge einer (Pré-)Varietédt ist mit der induzierten Struktur
wieder eine (Pré-)Varietiat. Das selbe gilt fiir abgeschlossene Teilmengen

Satz 2.35 Sei X affine Varietat, f : X — Y surjektiv, endliche Fasern, fast alle Fasern
haben nur einen Punkt. So ist Y mit finaler Struktur auch eine affine k-Varietat

Lemma 2.17 M Z-graduierter Modul iiber k[T, ..., T,], so (Top — 1) : M — M injektiv

Definition 2.38  Sei X Prévarietit. M(X) = {(U, f) | U C X offen, U = X, f: U — k reguldr} / ~
(U, f) ~ (U, f) gdw 3U" c UN U’ offen mit U” = X und f |gn=f" |y~
M(X) heiBt Ring der rationalen Funktionen
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